Disciplina: MAE(0212: Introdugdo a Probabilidade e Estatistica II
Professora: Silvia Ferrari

Nome:

Use os espacos em branco, inclusive o verso das paginas, para responder as questoes. Mostre os de-
senvolvimentos, ndo apenas as respostas. ATENCAOQO: Identifique quais suposi¢coes sao necessarias

para a resolucao de cada item.

Para resolver as questdes, vocé pode usar as informagdes abaixo. Se ndo encontrar exatamente

0 que precisa, pode dar o melhor resultado aproximado possivel usando apenas o que esta fornecido

Nota:

Provinha 3 - Gabarito

aqui. Lembre de justificar sua resposta!

1. Se Z ~ N(0, 1) entdo,

P(Z < 3.03) = 0.999
P(Z < 1.28) = 0.90

2. SeTy, ~ t(V),ent;]o

P(Z < 1.96) = 0.975
P(Z < 2.33) = 0.99

P(Z < 1.64) = 0.95
P(Z < 1.67) = 0.953

P(Tg < 1.39) = 0.90
P(Ty < 1.38) = 0.90

P(T10 < 1.37) = 0.90
P(Ty1 < 1.36) = 0.90
P(T35 < 1.31) = 0.90
P(T36 < 1.30) = 0.90

P(T200 < 1.28) = 0.90

3. Se X,2, ~ X?V),cntéo

P(x3 < 14.68) = 0.90
P(x3, < 15.99) = 0.90
P(x35 < 46.06) = 0.90
P(x3¢ < 47.21) = 0.90

P(Tg < 1.86) = 0.95
P(Ty < 1.83) = 0.95

P(T1o < 1.81) = 0.95
P(Ty1 < 1.79) = 0.95
P(T35 < 1.69) = 0.95
P(T36 < 1.69) = 0.95

P(T200 < 1.65) = 0.95

P(x3 < 16.92) = 0.95
P(x3, < 18.31) = 0.95
P(x35 < 49.80) = 0.95
P(x3¢ < 51.00) = 0.95

4. Se Wy g ~ Fp g, entio

P(Wo,9 < 2.44) = 0.90

P(Wg, 14 < 2.12) = 0.90
P(W14,0 < 2.35) = 0.90
P(W10,15 < 2.06) = 0.90
P(W15.10 < 2.24) = 0.90

P(Wg,9 < 3.18) = 0.95
P(Wg,14 < 2.65) = 0.95
P(Wi4,9 < 3.03) = 0.95
P(Wio,15 < 2.54) = 0.9
P(Wis,10 < 2.86) = 0.9

P(Ts < 2.31) = 0.975
P(Ty < 2.26) = 0.975
P(T1o < 2.23) = 0.975
P(Ty1 < 2.20) = 0.975
P(T35 < 2.03) = 0.975
P(T3¢ < 2.03) = 0.975

P(T200 < 1.97) = 0.975

P(x3 < 19.02) = 0.975
P(x3, < 20.48) = 0.975
P(x35 < 53.20) = 0.975
P(x3¢ < 54.44) = 0.975

P(Wg 9 < 4.02) = 0.975

P(Wg,14 < 3.21) = 0.975

P(W14,9 < 3.80) = 0.975
5  P(Wig,15 < 3.06) = 0.975
5 P(Wis10 < 3.52) = 0.975

P(Z < 2.60) = 0.995
P(Z < 1.47) = 0.93

P(Tg < 2.89) = 0.99
P(Ty < 2.82) = 0.99
P(Typ < 2.76) = 0.99
P(Ty; < 2.71) = 0.99
P(T35 < 2.44) = 0.99
P(Ts¢ < 2.43) = 0.99

P(Ta00 < 2.34) = 0.99

P(x3 < 21.66) = 0.99
P(x3, < 23.21) = 0.99
P(x35 < 57.34) = 0.99
P(x3¢ < 58.62) = 0.99

P(Wo,9 < 5.35) = 0.99

P(Wo,14 < 4.03) = 0.99
P(W14,9 < 5.01) = 0.99
P(W10,15 < 3.80) = 0.99
P(W1s,10 < 4.56) = 0.99

P(Ts < 3.35) = 0.995
P(Ty < 3.25) = 0.995
P(T1o < 3.17) = 0.995
P(Ty1 < 3.10) = 0.995
P(T35 < 2.72) = 0.995
P(T36 < 2.72) = 0.995

P(Ta00 < 2.60) = 0.995

P(x3 < 23.59) = 0.995
P(x3o < 25.19) = 0.995
P(x35 < 60.27) = 0.995
P(x36 < 61.58) = 0.995

P(Wg,9 < 6.54) = 0.995

P(Wg,14 < 4.72) = 0.995
P(W14,9 < 6.09) = 0.995
P(W1o0,15 < 4.42) = 0.995
P(Wis,10 < 5.47) = 0.995

Figura 1: Algumas informacdes sobre probabilidades envolvendo as distribui¢cdes normal, t-Student,

x?eF




1. A fim de diminuir o tempo médio em que um analgésico leva para penetrar na corrente sanguinea,
um quimico analista acrescentou certo componente a férmula original, que acusava um tempo
médio de 43 minutos. Em 36 observacdes com a nova férmula, obteve um tempo médio amos-

tral de 40 minutos e desvio padrao de 6 minutos.
a) (1,0 ponto) Formule o problema como um teste de hipéteses. O que se pode concluir, no
nivel de 5% de significancia, sobre a eficiéncia do novo componente?
a) (0,5 ponto) Forneca um valor aproximado para o valor-p do teste.

¢) (1,0 ponto) Forneca um intervalo de 90% de confianga para a reducao no tempo médio
com que o analgésico penetra na corrente sanguinea ap6s a introdu¢do do novo compo-

nente a férmula original.

Solugdo:

Considere a varidvel aleatéria X que representa o tempo que o analgésico (que tem a féormula

alterada) leva para penetrar na corrente sanguinea de um individuo selecionado ao acaso.

Suposicoes:
o X ~ N(u,0%);
o Xi,..., X34 ¢ uma amostra aleatdria simples de X.

Observe que ndo temos evidéncias a respeito do conhecimento da varidancia populacional.

a) Passo I: Note que o interese € verificar se o tempo médio diminuiu. Dessa forma, consi-

deremos as seguintes hipdteses:
Ho:p=43 wvs Hy:p<43.

b) Passo 2: Considerando uma amostra aleatdria simples de 36 individuos, temos que
X —yp
<7 = "~ tm-1)-
S/v/n

E, sob H,, temos que
X —43
T=——+ ~tm1.
S/ym Y

Passo 3: Fixe o = 5% e queremos encontrar uma regido critica da forma RC' = {t < t.},
em que t. é tal que P(erro I) = 0.05. Dessa forma, temos que

a = P(rejeitar Hy | p = 43) = P(T' < t.) =0.05 = t. = —1.69,
em que 1’ ~ t(35). Assim, a regido critica €
RC = {t < —1.69}.
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Passo 4: O valor t,,, = 1/36(40 — 43) /6 = —3.

asso 5: obs 2 1a itica, idénci |
P 5: Como o valor t,,; observado pertence a regiao critica, temos evidéncias amostrais
para rejeitar a hipdtese nula, considerando av = 5%. Isto é, temos evidéncias amostrais

para dizer que o tempo médio diminuiu.

b) Queremos obter o valor-p do teste. Note que, neste caso, o valor-p é definido como
a=P(T <tys) =P(T < -3).

Pelas informagdes fornecidas, temos que P(7" < —2.44) = 0.01. Entdo P(T < -3) <
0.01. Observe que o valor-p € bem pequeno (< 0.01), ou seja, hé forte evidéncia amostral

para se concluir que o tempo médio diminuiu.

¢) Recorde que, nesta situacdo, o intervalo de confianga para « com coeficiente de confianca

~ é da forma

IC(1;7) = {7 > o } :

—t7%,7+t7ﬁ

Assim, o intervalo de confianga observado para y, considerando v = 90%, é dado por

6 6
IC(1: ) = |40 — 1.67——, 40 + 1.67—— | = [38.33,41.67].
i) = |10 167 |- |

Logo, um IC para a redu¢cdo média, ou seja, para 43 — p, é

IC(43 — j1;7) = [43 — 41.67;43 — 38.33] = [1.33; 4, 67].



2. (2,5 pontos) Uma das maneiras de medir o grau de satisfagdo dos empregados de uma mesma
categoria quanto a politica salarial € através da variabilidade de seus saldrios; menor variabili-
dade € considerada como maior coeréncia na politica salarial. A fébrica A diz ser mais coerente
na politica salarial do que a fabrica B. Para verificar essa afirmacdo, sorteou-se uma amostra
de 10 funcionérios ndo especializados de A, e 15 de B, obtendo-se os desvios padrdo s4 = 1.0
sm (saldrio minimo) e sp = 1.6 sm. Qual € a sua conclusdao com base em um teste de hipéteses

adequado, considerando um nivel de significancia de 5%?
Solugado:
Considere as varidveis aleatdrias X 4 que representa o saldrio (em nimero de saldrios minimos)
de um empregado selecionado aleatoriamente da fabrica A e X g representando o saldrio de um
empregado selecionado aleatoriamente da fabrica B .
Suposicoes:
2 2.
o Xy~ N(:uth-A) e Xp ~ N(MBJO-B)’
o X,4,..., X4, é uma amostra aleatéria simples de X4 e Xp,,..., Xp,. € uma amostra

aleatdria simples de Xp.

e As amostras sao independentes.

Observe que estamos no contexto de populacées normais com amostras independentes.

a) Passo I: Note que o interese € verificar se a fabrica A € mais coerente na politica salarial

do que a fabrica B. Dessa forma, estamos interessados nas seguintes hipoteses:

Ho:0%>0% vs Hy:04<0%.

b) Passo 2: Neste caso,
S/
S3/%

Se 0% = 0%, temos que W = S3/5% ~ Fl149).

~ Fas-1,10-1)-

Passo 3: Fixe a = 5% e queremos encontrar uma regido critica da forma RC' = {W > f},

em que f é tal que P(erro I) = 0.05. Dessa forma, temos que
a = P(rejeitar Hy | 05 = o) = P(W > f) = 0.05 = P(W < f) = 0.95.
Dessa forma, f = 2.64. Assim, a regiao critica é
RC ={w :w > 3.03}.

Passo 4: Considerando os dados da amostra, temos wy = 1.6%/1.0% = 2.56.



Passo 5: Como o valor w, observado ndo pertence a regido critica, ndo temos evidéncias
amostrais para rejeitar a hipétese nula, considerando o = 5%. Isto €, ndo temos evidéncias

em favor da afirmacao da fabrica A.



3. Um agricultor tem tido prejuizo considerdvel em sua producdo de laranja devido a infestagao
por insetos. Decide, entdo, experimentar um novo tipo de inseticida conjecturando que este
possa ser melhor do que aquele que usualmente utiliza, aumentando, assim, sua produgdo. O
agricultor vaporiza 200 arvores com o novo produto e 200 com o produto que normalmente usa,

obtendo os dados na tabela a seguir (em unidade adequada).

Inseticida novo Inseticida usual

Produ¢do média por arvore 240 227
Variancia 980 950

a) (1,5 ponto) Esses dados indicam evidéncia suficiente de que o inseticida novo € melhor?
Considere o = 5%.

b) (1 ponto) Construa um intervalo de 90% de confianga para a diferencga entre as producodes
médias sob o uso desses dois inseticidas.

Solugdo:

Considere as variaveis aleatorias X y que representa a producdo (em unidade adequada) de uma
arvore selecionada aleatoriamente apds o uso do inseticida novo e X, representando a produgao
(em unidade adequada) de uma arvore selecionada aleatoriamente apds o uso do inseticida
usual. Observe que a variabilidade da produgdo, com base na amostra observada, nao muda
muito (as variancias amostrais sdo proximas), indicando que € razoavel que o uso dos inseticidas
(novo e usual) nao influencia na variabilidade.

Suposicoes:

o Xy~ N(uy,0?) e Xy ~ N(uy,o?);

o Xny, ..., Xy € uma amostra aleatéria simples de Xy e Xy, ..., Xy,,, € uma amostra
aleatdria simples de Xy .

e As amostras sao independentes.

Observe que estamos no contexto de populagées normais com amostras independentes e varidncias

iguais (desconhecidas).

a) Passo 1: Note que o interese € verificar se o uso do inseticida novo faz a produgdo aumen-

tar. Dessa forma, estamos interessados nas seguintes hipoteses:

Ho:pun =py vs Hi:pun > uy.



b) Passo 2: Neste caso, a estatistica de teste é

Xy— Xy
1 1’
Spy/— + —
nn ng

T =

em que
(ny — 1)S% + (ny — 1)SF
ny +ny — 2 ’

52 =

E, sob Hy, temos que T' ~ £ (39g).

Passo 3: Fixe a = 5% e queremos encontrar uma regido critica da forma RC' = {T > .},

em que t.. € tal que P(erro I) = 0.05. Dessa forma, temos que
a = P(rejeitar H | uy = pv) = P(T > t.) = 0.05.

em que 1" ~ t(39g). Note que ndo temos na Tabela de valores referentes a 398 graus de
liberdade. Por outro lado, notamos que para v = 200, os quantis da distribuicao t-Student
sdo bem préximos dos quantis da distribuicdo N(0,1). Dessa forma, aproximamos o

quantil ¢. pelo valor correspondente a normal padrao, ou seja, tomamos ¢, tal que
P(Z <t.)=0.95=t.=1.64.

Assim, a regido critica €
RC ={t:t > 1.64}.

Passo 4: Considerando os dados da amostra, temos

240 - 227 13

to s — = =
’ w06, L 1 31.06/10
OV 200 T 200

Passo 5: Como o valor t,,s observado pertence a regido critica, temos evidéncias amos-

4.18.

trais para rejeitar a hipétese nula, considerando o = 5%. Isto é, temos evidéncias para

dizer que o inseticida novo aumenta a producao.

Observagdo: Como os tamanhos das amostras sdo grandes, a estatistica 7" tem distribuicdo
aproximadamente normal padrdo, mesmo sem a suposicao de normalidade de Xy e X.
Uma solucdo alternativa para o problema € omitir a suposicdo de normalidade e tratar 7'
como tendo distribui¢do aproximadamente normal. Nesse caso, seria obtido também ¢, =
1.64.



b) Seja A = uy — py, isto é, a diferenga entre as produgdes médias sob o uso desses dois

inseticidas. O intervalo de confianca para A com coeficiente de confianca v é dado por

_ — /1 1 — — 1 1
IC(A;V)_[<XN_XU>_t'ySp E—FE’(XN_XU)—FIS’YSP E_‘_E]

Assim, o intervalo de confianga observado para o novo tempo médio, considerando v =
90%, é dado por

31.06 31.06
IC(A;90%) = [

13 -1.64——,13 — 1.64——| = |7.91,18.10].



4. (2,5 pontos) Uma grande rede de lojas deseja avaliar o efeito de uma campanha promocional.
A tabela a seguir apresenta o volume de vendas para cada uma de 10 lojas selecionadas ao
acaso, antes e depois da campanha. Teste se houve diferenca no volume médio de vendas
antes e depois da campanha com base em um teste de hipéteses adequado. Use um nivel de
significancia de 1%.

Loja (2) | Depois da promocdo (z;) Antes da promocao (y;)

1 53 45

2 30 27

3 25 30

4 82 72

5 28 19

6 65 67

7 58 51

8 37 38

9 31 33

10 43 40
Total 452 422

10 10 10
Se necessario, use Z x; = 452, Z y; =422 e Z(x, — ;)% = 346.
i=1 i=1 i=1

Solugdo:

Considere a variavel aleatéria X que representa a quantidade de vendas de uma loja selecio-
nada aleatoriamente antes de uma promogao e Y que representa a quantidade de vendas desta
mesma loja depois de uma promogao. Seja (X1,Y)),. .., (X0, Y10) uma amostra aleatdria dos
volumes de venda depois e antes da campanha.

Suposicoes:

e Niao hé dependéncia entre as lojas do estudo com relagdo a quantidade de vendas;

e A varidvel aleatéria D = X —Y ~ N(up,c%).

Observe que temos duas medidas para uma mesma loja = amostras dependentes.

a) Passo I: Note que o interese € verificar se hé diferenca no volume de vendas antes e depois
da promocao. Dessa forma, consideremos as seguintes hipéteses:

Ho:pup=0 wvs Hi:up#0.



b) Passo 2: Considerando uma amostra aleatdria simples de 10 individuos, temos que

M ~
SD/\/E (10—-1)>»

emque D =Y"" D;/n,com D; = X; — Y;. Sob H, temos que

D
T=——+— ~tio_1)-
Sp/ 0 (10—1)
Note que, agora, estamos trabalhando com a amostra Dy, ..., Dyg.

Passo 3: Fixe a = 1% e queremos encontrar uma regido critica da forma RC' = (—oo, —t.)U

(te, 00), em que ¢, € tal que P(erro I) = 0.01. Dessa forma, temos que
a = P(rejeitar Hy | up = 0) = P(|T| > t.) =0.01 = P(|T| < t.) =1—0.01,
— t, = 3.25,
em que 1’ ~ t(g). Assim, a regido critica €
RC = (=00, —3.25) U (t., 3.25).

Passo 4: O valor 5

fops = ———— = 1.TT8.
" 5.33/V/10

Passo 5: Como o valor t,,s observado nao pertence a regiao critica, nao temos evidéncias
amostrais para rejeitar a hip6tese nula, considerando o = 1%. Isto é, ndo temos evidéncias

amostrais para dizer que a producdo da loja mudou com a campanha.

10



