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Justifique cuidadosamente suas afirmacgoes.
Faca pelo menos uma questao de cada grupo

Gupo A: Inducao

Questao 1 (1 ponto) Use o principio da indugao para mostrar que
1+3+454+...+(2n+1)=(n+1)2

Grupo B: Conjuntos: finitude, enumerabilidade

Questao 2 (1 ponto) Mostre que
A={r € Q|zédaforma 2ny2 paran € N}

¢ infinito.

Questao 3 (1 ponto) Mostre que
A={z € Q|xédaforman?y/2 para n € N}
é enumeravel.

Grupo C: Densidade

Questao 4 (1.0 ponto) Seja p € N,p > 2. Mostre que o conjunto D C R
dado abaixo é denso em R.
D={3|meZneN}

Questao 5 (1.0 ponto) Mostre que se X C R é um subconjunto enumeravel
denso em R, entao seu complementar é denso em R.

Grupo D: Intervalos encaixantes
Questao 6 (1 ponto)

(a) Dé exemplo de intervalos I,, C R,n € N, fechados, ndo vazios, tais que
"'C[n+1CInC"'CI;;C[QC]l, e ﬂg‘”:lln:(l).



(b) Dé exemplo de intervalos [, C R,n € N, limitados, nao vazios, tais que
"'C[n+1CInC"'C[gC[QCIl, (§ ﬂfleln:@

Questao 7 (1 ponto) Decida se é Verdadeiro ou Falso, e Justifique:
Seja K um corpo ordenado arquimediano e sejam I, C K, n € N, inter-
valos fechados, limitados e nao vazios de K tais que
-ClpywCcl,Cc---ClsCl, C .
Entao exriste w € K tal que T € I,,, Vn € N.

Grupo E: Sequéncias

Observacgao: Nesta prova, vocé pode usar o seguinte resultado:
“Em R, se (Typ)neNn € uma sequéncia mondtona e limitada, entdo ela é
convergente.”

Questao 8 (2 pontos) Use a definigao de sequéncia convergente para provar
que:

“Num corpo ordenado, se uma sequéncia de nimeros positivos (an)neN
converge para 0 e uma sequéncia (by)nen satisfaz 0 < b, < a,,Vn € N,
entdo (by)nen converge também para 0.”

Questao 9 Seja (z,)nen uma sequéncia de nimeros reais e T € R. Con-
sidere a sequéncia (d,),en definida por d, = |z, — T|.
Mostre que (z,,) converge para T se e s6 se d,, converge para 0.

Questao 10 (2 pontos) Usando a Observagao acima e o resultado da questao
anterior, decida se cada uma das sequéncias abaixo é ou nao convergente em
R. Justifique.

(&) zp =145+ 5+ +3, neN.
(b) yn = (—=1)"sin(nn/4), n € N. (c) z, = 1+2i2+3%+- . -+nin, n e
N.
Questao 11 (Valor: 2 pontos)
Considere a sequéncia de nimeros reais definida por

T 1 1
x1 =0, $n+1:?+n+2—§,n€N.




(a) Prove por indugao que —1 <z, <0, Vn € N.
(b) Prove por indugao que (x,)n,en € monotonica.

(c) Conclua que (z,)nen ¢ convergente (Justifique!) e use que vale

_ T 1 1
Tnt1 =5tz N €N

para calcular lim,,_, x,.
Questao 12 Dé exemplo e justifique

(a) Sequéncia de nimeros reais limitada ndo convergente.
(b) Sequéncia de nimeros reais decrescente nao convergente.

(c) Sequéncia de niimeros reais convergente mas nao monétona.

Grupo F: Supremo e infimo
Questao 13 Seja A= {z € R |z =1— & para algum n € N}.

Prove que A tem supremo, e que sup A = 1.

Questao 14 Sejam A, B C R nao vazios, tais que A é limitado superior-
mente e B é limitado inferiormente. Seja

A—B:={a—-blacAbec B}.
(a) Prove que A — B tem supremo.

(b) Prove sup(A — B) = sup A — inf B.

Grupo G: Vou F

Questao 15 Escolha quatro dentre as afirmagoes abaixo e decida se cada
uma delas é verdadeira ou falsa. Justifique sua resposta.
Decida se cada uma das afirmacoe abaixo é verdadeira ou falsa e justifique:

Afirmacao 1 O conjunto {x € R | = r7 para algum r € Q} é denso em
R.

Afirmagao 2 Num corpo ordenado nao arquimediano, existe um natural
tal que n <m,Vn € N.



Afirmagao 3 Paran € N, seja [, ={xr € Q| 1/2n+1) <z <1/(2n)}.
O conjunto A = U,en/, tem infimo em Q.

Afirmagao 4 O conjunto C' = U,en[1+1/(2n), 2] C R tem menor elemento.

Afirmacao 5 O conjunto S = {(z,y) € N x R | y =sinz} ¢ infinito.



