22 de junho de 2015

Prova No. 2

Equacoes de Derivadas Parciais (MAP 413)

1. Sejam € um dominio limitado em R", g uma fungao continua sobre 0 e (uy)gen
uma sequéncia de funcdes u; continuas sobre (), todas de classe C? e harmonicas
sobre (2, tal que

m w4 |g = g uniformemente sobre 052 .
k—o0

Mostre que existe uma funcio w continua sobre , de classe C? e harmonica
sobre (2, tal que

linhk 42 = 4 uniformemente sobre 1 |
k—o0

de modo que, obviamente,
Ulgg = g -

Sugestdo: Para a convergéncia uniforme, argumente que (ug)xen ser uniforme-
mente convergente equivale a (ux)ren ser uniformemente de Cauchy e aplique o
principio do méaximo. Para mostrar que o limite u é uma funcao harmonica, use
o teorema da média esférica.

2. Considere os seguintes problemas de Cauchy.

(a) Encontre, em uma dimensao espacial, a solu¢do u da equacao homogeénea de

difusao . 52
N, i t =0 1
(5 — ) o) ()
com condicao inicial Gaussiana
u(0,2) = exp( — 2%/a?) 2)

onde a ¢ uma constante.



(b) Encontre, em uma dimensao espacial, a solu¢ao v da equacao homogénea de

ondas | 52
<§5—t§ = 5}5) u(t,z) = 0 (3)

com condigao inicial Gaussiana
u(0,2) = exp(~-2°/a®) , 4(0,7) = 0 (4)

onde a é uma constante.

(¢) Discuta a possibilidade de adaptar estes métodos para resolver o mesmo pro-
blema em n dimensoes espaciais (n > 1).

Sugestdo: (a) Formalizando a ideia de que a solugdo representa “um pacote Gaus-
siano em decaimento”, faca um “Ansatz” da forma

u(t,z) = ft) exp(—=z*/9(t))

e resolva as equagoes diferenciais ordindrias para as fungdes f e g (primeiro para
g e depois para f) que decorrem da equagdo de difusdo para ¢, em conjunto
com a condicdo inicial. (b) Formalizando a ideia de que a solugdo representa “a
superposicao de dois pacotes Gaussianos de ondas, um propagando a esquerda e
outro a direita”, a solucao é imediata, conforme discutido em sala de aula.



