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Questao 1. (valor 2,0 pontos) Calcule a derivada da fungao f : |0, +oo[ — R

definida por:
f(z) = (z + 1)?arctg(In z),
para todo z > 0.

Solugao. Temos:
f'(z) = 2(z + 1) arctg(Inz) + (x + 1)? di(arctg(ln z)),
x

onde:
d 1
() = (e
Portanto: .
f'(x) =2(x + 1) arctg(lnx) + (1(_::(—1;1:))2):6 ’

para todo = > 0.



Questao 2. Considere a fungao f : |0, +oo[ — R definida por:

B Inx

fla) ==,

para todo = > 0.

(a) (valor 1,0 ponto) Estude o sinal de f’ e determine os pontos de
maximo e minimo local e global de f.

(b) (valor 1,0 ponto) Estude o sinal de f” e determine os pontos de
inflexao de f.

(c) (valor 0,5 ponto) Calcule os limites limg_,o f(x) € limg_y4 o0 f(2).

(d) (valor 0,5 ponto) Esboce o grafico de f, levando em conta crescimen-
to/decrescimento, concavidade, intersecao com os eixos coordenados
e assintotas horizontais e verticais.

Solugao.

(a) Temos:
1
, sr—Inz  1-Inz
€Tr) = =
7o) =25 o
para todo =z > 0. Logo, para todo = > 0, temos:

flla)>0e=hr<l<z<e,

() <0<z >e.
Assim, f é estritamente crescente no intervalo |0, e] e estritamente
decrescente no intervalo [e, +oo[. Segue que x = e é um ponto de

maximo global estrito para f e que f nao possui outros pontos de
maximo ou minimo local.

(b) Temos:

() = —%xQ_ (1 —=Inz)(2z) _ —31:—}—423:1na: _ 2lnx—3’

x4 x x3
para todo x > 0. Assim:

F'(2) >0 <= 2Inz >3 <1 > e2,
F'(z) <0 2lns <3 <e?,

3
para todo z > 0. Portanto f é concava para baixo no intervalo |0, 2]

~ . . 3 3, ..
e concava para cima no intervalo [e2, +oo[, donde e2 é o tinico ponto
de inflexao de f.



(c) Temos:
Inz

lim f(z) = lim — = —o0
z—0 f( ) z—0t T ’
ja que lim,_,g+ Inz = —o0 e lim,_,o+ % = +o00. Também:
) . Inz )
lim f(x)= lim = lim £ = 0,
z—+00 T—+o0 T y—+oo e¥

onde utilizamos a mudanca de variavel y = Inx.

(d) O gréfico de f nao corta o eixo das ordenadas, ji que 0 nao per-
tence ao dominio de f e corta o eixo das abscissas apenas no ponto
(1,0), j& que x = 1 é a unica solucao da equagao f(x) = 0. O eixo
das ordenadas é uma assintota vertical ao grafico de f e o eixo das
abscissas é uma assintota horizontal. O esbogo do gréfico (fora de
escala) fica assim:
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Questao 3. Considere a funcao f : R — R definida por:
flx)=vV1+a,

para todo x € R. Denote por p, o polindomio de Taylor de ordem n de f em
torno da origem.

(a) (valor 1,0 ponto) Determine ps.
(b) (valor 1,0 ponto) Mostre que:

pa(a) < (&) < pala) + oy 8

para todo x > 0.

Solugao.
(a) Temos:
1 1 2 2 5
f@)=@+a)s, flo)=501+2)75, fi2)=—-51+a)73,
para todo z # —1. Assim:
pa(a) = F(0) + ' (0)z + 3f(0)a” = 14 5 —
(b) Dado x > 0, sabemos que:

@) = pola) + L

para algum c € ]0, z[. Temos:

Como:

concluimos que:

0< (2?10 B0 3
3! 27-6 81

e portanto:



Questao 4.

(a)

(b)

(valor 1,5 pontos) Mostre que:
< (l+z)n(l+z),

para todo x > 0.
(valor 1,5 pontos) Mostre que para todo k € |1, e[ a equagao:

(1—1—37)% =k

possui exatamente uma solucao = > 0.

Solugao.

(a)

Considere a fungao f :]—1,+oo[ — R definida por:
f(2) =2 — (1+2) (1 +2),
para todo x > —1. Temos:
) =1 — _ltr
filx)=1—In(1+x) T In(1+ x),

para todo x > —1. Para x > 0 temos que In(1 4+ z) > 0 e portanto
f(x) < 0. Assim, f é estritamente decrescente no intervalo [0, +oo].
Como f(0) = 0, segue que f(z) < 0 para todo = > 0, o que nos da
a desigualdade desejada.

Considere a fungao g : |0, +00[ — R definida por:
1
o) = (1 +a)},

para todo z > 0. Temos:

In(14x)
T

glz) =e ,
e portanto:

In(1+x) 1“11’£B xTr — ln(l + I')
T
2 )

g(x)=e .

para todo x > 0. Segue do resultado do item (a) que:

In(1
Ttz a(l+2),

para todo z > 0 e portanto que ¢'(z) < 0, para todo x > 0. Assim,
g ¢ estritamente decrescente e em particular injetora, de modo que a
equagao g(z) = k possui no maximo uma solugao. Vamos agora de-
monstrar a existéncia de uma solugao x > 0 para essa equagao. Co-
mo ¢ é continua e seu dominio é um intervalo, em vista do Teorema
do Valor Intermediario, é suficiente mostrar que existem 1,z > 0
tais que g(x1) > k e g(z2) < k. Note que:

lim g(z) = e > k,
z—0



de modo que deve existir 1 > 0 com g(x;) > k. Temos também:

. . In(14x) 0
lim g(z)= lim e = =e€ =1<k;
T—r+00 T—+400
de fato:
In(1 Yo 1\—1
T U o) S YR AN T [(3—7) }:o,
T—+00 T y=+ooe¥ —1  y—=tool\y Y

onde utilizamos a mudanga de varidvel y = In(1 + z). Assim, deve
existir o > 0 tal que g(z2) < k. A conclusao segue.



