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Questao 1. (valor 2,0 pontos) Calcule o limite:
. tgx—=x
lim ————.
z—0 x

Solugao. Como lim, ,o(tgz—2) = 0 e lim,_,o 2> = 0, a regra de L’Hospital
nos da:

Como lim,_g(sec?z — 1) = 0 e lim, 0 322 = 0, podemos aplicar novamente
a regra de L’Hospital obtendo:

sec?r —1 . 2secxtgxsecx . tgxsech
| = lim =——«——

1m a2 = 11m
z—0 3z z—0 6x z—0 3z

Assim:



Questao 2. Considere a fungao f: R\ {0} — R definida por:

para todo x # 0.
(a) (valor 1,0 ponto) Estude o sinal de f’.
(b) (valor 1,0 ponto) Estude o sinal de f”.

(c) (valor 1,0 ponto) Esboce o gréfico de f, levando em conta crescimen-
to/decrescimento, concavidade, intersecao com os eixos coordenados
e assintotas horizontais e verticais.

Solugao.

(a) A derivada de f é dada por:

e*r —e¥ e”
fl(z) = — = ﬁ(x - 1),
para todo x # 0. Assim, para todo x # 0, temos:

f(x)>0<=2>1, f(r)<0<=z<1.

(b) Temos:
1 1
! N A
f (ﬁ) =e€ <IE $2)7
e portanto a derivada segunda de f é dada por:
1 1 1 2 e*
" _ _ 2
f(.%')—ea/‘(;—g)—f—@x(—?—"E)—g( —2$+2>.

Temos:

2?20 +2=(r—-1)>%*+1>0,
para todo z € R, de modo que f”(x) e x possuem o mesmo sinal,
para todo x # 0. Assim:

ff(#)>0e=2>0, f'(z)<0+=x<0.



(c) Em vista do resultado do item (a), temos que f é estritamente cres-
cente no intervalo [1, 400 e é estritamente decrescente nos intervalos:

]—00,0[, ]0,1].

Em vista do resultado do item (b), temos que f é concava para cima
no intervalo ]0, 400 e é concava para baixo no intervalo |—oo, 0[.

Temos:
li = — li =
Jim f(z) = —co, lim f(z) = +oo,

Assim o eixo y é uma assintota vertical ao grafico de f e o eixo x é
uma assintota horizontal ao grafico de f quando x — —oo. O grafico
de f nao intersecta nenhum dos eixos coordenados.

O esbogo do grafico de f fica assim:




Questao 3. (valor 2,0 pontos cada item) Calcule as integrais indefinidas
abaixo:

a)/xda:
Va2 +2x+3

(b) /warctga:da:.

Solugao.

(a) Temos:
1 2 2 d
/xdx: de_/x,
Va2 +2x+3 2) Va2 +2z+3 Va2 + 2z +3

Na primeira integral usamos a substituicdo y = 22 +2x +3, obtendo:

2 + 2 d
T = [ Y ma=2va? t 20 1 3.

Va2 + 2z +3 VY
Para calcular a segunda integral, comecamos completando quadra-

dos:
2?4220 +3=(x+1)%+2,

e usamos a substituicdo z = v/2tg — 1, com —5<0<3

V2sec? 6

= In|sect + tgd)|.

dH = [ sec0df

Mas:
x+1 Va2 +2z+3
tgl = "——, sech=+/tg20+1= """
g /2 g 2
Assim:

x \/x2+2x+ 3+x+1
— dr=+v22+22+3 ‘
vVaz+2x+3 V2

=Va?2+20+3—-In|Va2+20+3+2+1]+Inv2.
Podemos eliminar a constante In v/2, obtendo:
/xdx:\/3:2+2x+3—ln‘\/w2+2w+3+aﬁ+1’.
Va2 42z +3

Observe também que:

Va2 +2r+3+z+1=(z+1)2+2+z+1>z+ 1+ (z+1) >0,

e portanto o valor absoluto dentro do logaritmo é redundante.



(b) Usando integracao por partes com f(x) = arctgz, ¢'(x) = x, obte-

mos:
/xarctga:dx = f(z)g(x) — /f/(x)g(x) dz = xjarctgm _ 1/“@2 T
2 2 14 22
Mas:
2
/@dxz/(l— H%> dr =z — arctg x.
Assim:

x? z 1
rarctgrdr = 5 arctg x — 5 + B arctg .



Questao 4. Considere a fungao f : D — R definida por:
f(z) =In(cosz), x€ D,

onde D = {:L" € R:cosz > 0}. Denote por p, o polinémio de Taylor de
ordem n de f em torno da origem.

(a) (valor 1,0 ponto) Determine ps.
(b) (valor 1,0 ponto) Mostre que:

pa(e) — 2 2% < f(z) < pa(),

3
para todo x € ]0, ﬂ
Solugao.
(a) Temos:
f(z) = _sene —tgz, f"(z)=—sec?z,
cosT
donde f(0) =0, f/(0)=0e f”(0) = —1. Assim:
x? x?
po(a) = F(0) + FO)z + /05 = -2
(b) Note que o intervalo [0, %] estd contido em D. Seja z € ]0, ﬂ
Temos:
f(x) = p2(x) +r(z),
onde:

3

@) = )5

com 0 < c <z < 7. Temos:

sen ¢
f”’(c):—2secctgcsecc:—2tgcsec202—273.
cos3 ¢
De 0 < ¢ < 7 vem:
2 2
0<senc<\2f, \2[<cosc<1,
e portanto:
sen ¢
1< <V2=1<—<(V2PP=0<— <2
cosc cos3 ¢ cos3 ¢

4
— 4 < f"(c) <0 = ~5 23 < r(z) <0.

Isso prova que:
2

pa(x) — gf’«"g < f(z) < pa(x).



