GABARITO P2.

Limites. Calcule caso exista

. 02
1. hm(w,y)%(o’o) 552——311127;2’ a 2 2
Solucgao

Considere os caminhos continuos em (0,0) dados por

v(t) = (t,0) e B(t) = (t* +at,t)

fazendo a composicao com a funcao do limite, respectivamente obtemos

0
lim— =0
t—0 12

(t? + at)t? t+a 1
m = ==
t—=0 (2 +at)? —a?t?>  t+2a 2

. L. - o 2 . .
Como os limites sao diferentes entao o limite lim, (0,0 % nao existe.

. 2
2. limgy)—(0,0) g7z & = 2.

Solucao

Considere os caminhos continuos em (0,0) dados por

y(t)=(t,0) e B(t)=(tt +at)
fazendo a composicao com a funcao do limite, respectivamente obtemos

m-—— =20
t—0 q2t2

, t2(t* + at) t+a 1
lim = — = —=
t—0 a’t? — (12 4 at)? t+ 2a 2

. . ~ . ~ . . . 2 ~ .
Como os limites sao diferentes entao o limite lim, ,)—(0,0) % nao existe.



i

. 2
3. hm(w,y)—>(0,0) aQZnyxh a>2.

Solucao

Considere os caminhos continuos em (0, 0) dados por

() = (t,0) e B(t) = (t* +at,t)
fazendo a composicao com a funcao do limite, respectivamente obtemos

lim—— =0
t—0 —12

, (t? + at)t? t+a 1
lim = — = ——
t—0 a?t? — (t> 4 at)? t+2a 2

. . ~ . ~ . . . 2 ~ .
Como os limites sao diferentes entao o limite lim, ,)—(0,0) 112?3”2#_3:2 nao existe.

. hm(x,y)*)(oﬂ) %, a Z ZSolugéo

Considere os caminhos continuos em (0,0) dados por

v(t) = (t,0) e B(t) = (t,t* + at)

fazendo a composicao com a funcao do limite, respectivamente obtemos

2(t* + at) t+a 1

lim = =
t=0 (2 +at)? —a’t> t+2a 2

. - N . 2 N .
Como os limites sao diferentes entao o limite lim, (0,0 ygfﬁ nao existe.
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Derivadas parciais.

1. Considere a fungao

%7 se ('/:C?y) # <O7O)
0, se (z,y)=(0,0)

Determine 2L ¢ 2f

ox dy
Solucao
a_f(x y) = 3a’xty + 32%y% — 2a%aty _ r?y(az? + 3y?)
or " (a222 + 42)? (a222 + 12)?

e por defini¢ao a derivada parcial com rela¢ao a x de uma fungao no ponto (zg,yo) = (0,0)

é dada por

9 10, 0) = tim LBV =SO0 0 0o,

oxr z—0 xr—20 =0 T z—0

Agora calculamos

Of (1 ) = a2a® + 3y? — 2r%y? _ x3(a2m2 . y2)
o ) (a22? + y?)? (a%2? + )2

e por defini¢ao a derivada parcial com relac¢ao a y de uma fungao no ponto (g, yo) = (0,0)

é dada por
9 0,0 = 1im L0 = SO0 0020

8y y—0 Y — 0 y—=0y y—0
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2. Considere a fungao

7y

fay) = 4 TR se (z,y) # (0,0)
0, se (x,y)=1(0,0)

Determine af 8f
dy
Solucao
8f( - 3zty + 3a?z%y® — 22ty 2Py(2? + 3ay?)
—(x — —
oz Y (2% 4+ a2y )2 (22 + a?y?)?

e por defini¢ao a derivada parcial com relagao a x de uma fungao no ponto (g, yo) = (0,0)

¢ dada por
0 (0,0) = tim /&0 =FO0 1 O 00

ox 2—0 x—20 =0  2—0

Analogamente calculamos

g(x y) _ 1.5 —|—CL2 3y2 2@2 3y2 _ IE3($2 _ a2y2)
8y ’ (ZL‘2 + a2y2)2 (ZEZ + a2y2)2

e por defini¢ao a derivada parcial com relagao a y de uma fungao no ponto (zg,yo) = (0,0)

é dada por

9 0,0 = 1im L0 = SO0 0020
oy y—0 y—0 y—=0y  y—0




3. Considere a fungao

f(:L‘ y) . #&;yh se ((L’,y) 7é (070)
0, se (x,y)=1(0,0)
Determine % e g—i.
Solucao
8f( ) a222y® + 98 — 2a%2%®  P(y? — a’2?)
—I\XT = =
O Y (a22? + y2)2 (a22? + y2)?

e por defini¢ao a derivada parcial com relagao a x de uma fungao no ponto (g, yo) = (0,0)

¢ dada por
of :
g (0+0) = Iy

f(z,0) — £(0,0) :hmgzhmO:O.

x—0 z—0 z—0

Analogamente calculamos

Of( ) 3a’x3y? + 3xyt — 2xyt xy?(3a’2? + 3?)
—I\ = =
By Y (@222 1 12)2 (@222 1 12)2

e por defini¢ao a derivada parcial com relagao a y de uma fungao no ponto (zg,yo) = (0,0)

¢ dada por
9 0,0 = 1im L0 = SO0 0020
oy y—0 y—0 y—=0y  y—0
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4. Considere a fungao

Yy

) = e se (z,y) #(0,0)
| 0, se (x,y) = (an)

Determine 2L ¢ 9f
ox dy

Solucao
2P+t — 22 P adR — o)

a_(x7y) -

(932+a2y2)2 - (w2+a2y2)2

e por defini¢ao a derivada parcial com relagao a x de uma fungao no ponto (g, yo) = (0,0)

¢ dada por
of :
g (0+0) = Iy

f(z,0) — £(0,0) :hmgzhmO:O.

x—0 z—0 z—0

Agora calculamos

(z.1) 33y + 3alxyt — 2d%xyt  wy?(aPy? + 32?)
—\ T = =
By Y (22 + a?y2)? (22 + a?y2)?

e por defini¢ao a derivada parcial com relagao a y de uma fungao no ponto (zg,yo) = (0,0)

¢ dada por
9 0,0 = 1im L0 = SO0 0020
oy y—0 y—0 y—=0y  y—0
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5. Considere a fungao

2,2

f(CE y) _ #g@% 5€ (l’,y) 7é (070)
| 0, se (x,y) = (an)

Determine 2L ¢ 9f
ox dy

Solucao
2a’xy*
(22 + a2y2)?

0
8—£($,y) =

e por defini¢ao a derivada parcial com relagao a x de uma fungao no ponto (g, yo) = (0,0)

¢ dada por

0 (0,0) = tim /&0 =FO0 O 020
ox z—0 z—0 0 10
Agora calculamos
g(m ) = 2y
Dy Y= (2% + a?y?)?

e por defini¢ao a derivada parcial com rela¢ao a y de uma fungao no ponto (g, yo) = (0,0)

¢ dada por
9 0,0 = 1im L0 = SO0 0020

8y y—0 Y — 0 y—=0y y—0
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6. Considere a fungao

2,2

f(CE y) _ #ﬂy“ 5€ (l’,y) 7é (070)
| 0, se (x,y) = (an)

Determine 2L ¢ 21
ox dy

Solucao
2zy*

8_(‘Tay) - (&2172 + y2)2

e por defini¢ao a derivada parcial com relagao a x de uma fungao no ponto (g, yo) = (0,0)

¢ dada por

9 (0, 0) = tim L&D =SO0 0 0o,
ox 2—0 x—20 =0  2—0
Analogamente calculamos
af 2a%xty
—($, y) = 2.9 2\2
Dy (a2 + y?)

e por defini¢ao a derivada parcial com rela¢ao a y de uma fungao no ponto (g, yo) = (0,0)

¢ dada por
9 0,0 = 1im L0 = SO0 0020

8y y—0 Y — 0 y—=0y y—0
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Diferenciabilidade.

Definigao. Sejam [ : A — R, A aberto de R? e (g, 9y) € A. Dizemos que f ¢ diferencidvel em

(z0,Y0) se e somente se existirem reais a e b tais que

lim f(@o+h,yo + k) — f(xo,y0) — ah — bk -0
(hk)—(0.0) (R, k)| '

Sabe-se que se a fungao é diferencidvel no ponto (zg, o), entao a = %(mo, Yo) € b= g—i(xo, Yo)-

1. A funcao
iz S€ (z,y) # (0,0)
fla,y) = "
0, se (x,y)=1(0,0)
é diferenciavel em (0, 0)7 Use a definigao de diferencibilidade para justificar a sua resposta.

Solugao. Devemos verificar se existem derivadas parciais no ponto (0,0) o que por

definicao de derivada parcial em um ponto de uma funcao é

97 (0,0) = tim LBV = SO0 0 O 020,
or 2—0 x—20 =0  2—0

01 (0 0) — tim 109 = £(0.0)

dy y—0 y—0

= limg =1lim0 = 0.
y—=0y y—0

Entao sejam a = 0 e b = 0. Usando a defini¢ao de diferenciabilidade onde (z,yo) = (0,0)

obtemos
E(h, k) = f(xo + h,yo + k) — f(w0,90) — ah — bk
. E(hk _ e hk?
lim = lim = (%)
(hk)=00) [|[(h, k)| (k=00 VA2 + k2 (a2h? + k2) /b2 + k2

Para verificar que o limite no existe consideramos a curva continua ~y(t) = (t,t) fazemos

a composicao dela com a func¢ao do limite acima (x) e calculando novamente o limite,

desta vez quando t tende a zero, obtemos respectivamente

3 ¢
lim = lim
=0 (a2 + 2)3/12 + 12 190 (a2 + 1) 12 V/2 [t]




Calculando os limites laterais no ponto 0 obtemos

3

. 3 . t
hmt_>0+ m 11mt_>0+ m t>0
— 3 t
= hmtﬁoﬁ- m
_ 1
= v > 0.
. 3 . 3
hmt—>0— (a2+1) £2 2 || hInt—>0‘ _(a2+1) 12/2t t<0
— T _ t
= limy - (a241)V/2t
_ —1
= Ve < 0.
Sendo os limites laterais em 0 diferentes
1 —1

(a2 +1)v2 4 (a2 +1)v2

o limite
hk?
lim =~ Rk
(h,k)—=(0,0) \/h2 + k2

nao existe. Portanto nao satisfaz a definicao de diferenciabilidade e a funcao nao é difer-

enciavel.
Os calculos para para os casos (2), (3) e (4) sao analogos ao anterior (1). chegando na

mesma conclusao.

. A funcao
#ﬁzyza se (:L‘,y) 7é (O’O)
0, se (z,9)=1(0,0)

é diferenciavel em (0, 0)7 Use a definigao de diferencibilidade para justificar a sua resposta.

. A funcao

az, se (x,y) # (0,0)
0, se (x,y)=1(0,0)

é diferenciavel em (0, 0)7 Use a definigao de diferencibilidade para justificar a sua resposta.
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4. A funcao

szy

fayg) = T se  (z,y) # (0,0)
0, se (z,y)=1(0,0)

¢ diferenciavel em (0, 0)7 Use a defini¢ao de diferencibilidade para justificar a sua resposta.

5. A fungao

fong) = =24 s (2,y) #(0,0)
0, se (z,y)=1(0,0)

é diferenciavel em (0, 0)7 Use a definicao de diferencibilidade para justificar a sua resposta.
Solugao. Devemos verificar se existem derivadas parciais no ponto (0,0) o que por

definicao de derivada parcial em um ponto de uma funcao é

o M= T T Ty = am0=0
9 10,0) = tim L0 =SO0 0 oo,
dy y—0 y—20 y=0y  y—0

Entao sejam a = 0 e b = 0. Usando a defini¢ao de diferenciabilidade onde (x¢, yo) = (0, 0)

obtemos

3
lim f(xo+h,yo + k) — f(xo,y0) —ah — bk ’ h2-}|l—a’gk2

(h,k)—(0,0) Il(h, k)| (h,k)—(0,0) /h2 + k2

Observe que
3k
2 talk2 h? h

=k. )
VIZE R Rt R R

sendo
2

0 S m S 1 para todo (h, k) 7é (070)
e

1< h < 1 para todo (h, k) # (0,0)

- B e e r ) )
VRt aR s L

(§]

lim & = 0.

k—0
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Portanto segue do Corolario do Teorema do Confronto que

T h 0
im ) . =
(hk)—(0,0)  h% 4+ a?k? /B2 + k2 ’

portanto satisfaz a definicao de diferenciabilidade e a funcao é diferenciavel.

Os seguintes casos se resolvem similarmente chegando na mesma conclusao.

. A funcao

#ﬁzyza se (x7y) 7é (070)
0, se (z,y)=(0,0)

é diferenciavel em (0, 0)7 Use a definigao de diferencibilidade para justificar a sua resposta.

. A funcao

2,2

f(iL‘ y) _ #323;27 56 (l‘7y) 7é (070)
7 0, se (x,y)=1(0,0)

é diferenciavel em (0, 0)7 Use a definigao de diferencibilidade para justificar a sua resposta.

. A funcao

2,2

A se (,y) #(0,0)
0, se (r,y)=(0,0)

f(x,y) =

¢ diferenciavel em (0, 0)7 Use a defini¢ao de diferencibilidade para justificar a sua resposta.
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Maximos e minimos locais. Estude com relagao a maximos e minimos a funcao

1. f(x,y) = 2* +y* — 2a22% — 2a%y?, a > 2

Solugao
% = 423 — 4a’x % = 1222 — 4a? 82,28]; =0
0 02 52
8_£ = 43 — 4a’y a_y]; = 12y% — 4a? 8335; =0

Aplicando a Condicao necesaria para extremantes locais. Isto é % =0e g—f =0 logo
Y

43 — 4o’y = 4w (2? — a®) = 4dx(r —a)(xr+a) =0 = =0, v=a, r=—a.

d —daPy =dy(y* —a®) =dy(y —a)(y+a) =0 = y=0, y=a, y=-—a

portanto sao candidatos a extremos locais os pontos (0,0), (0,a), (0,—a), (a,0), (—a,0),
(a,a), (a,—a), (—a,a), (—a,—a). Agora usamos o teorema do Hessiano H(z,y) que clas-
sifica os candidatos a extremantes locais. Lembrando que o Hessiano se define como

0 f 0 f

H(‘Tay) - %(l‘ay) : a_yg(x7y)

_off
Oyoxr O0x0y

21(0,0) = —4a® < 0
Zf( 0) " e H(0,0) = (—4a*)(—4a®) > 0

55(0,0) = —4a” <0

entao (0,0) é ponto de méaximo local de f.

ﬁg 0.a — i{ 0. —a = —4a2 <0
i (0.0) = 5 (0.~a) "o H(0,a) = H(0,~a) = (—4a%)(8a%) < 0
Gr0.a) = G40,—a) = 8a’>0
82_f a.0 = ﬂ —a.0 = 8@2 >0
a:2< 0) 6:2< 0) e H(a,0) = H(—a,0) = (8a%)(—4a”) <0
20(,0) = Fh(-a,0) = —da* <0

entao (0,a), (0,—a), (a,0) e (—a,0) sdo pontos de sela de f.

2 2 2 2

%(a, a) = 275((1, —a) = %(—a, a) = %(—a, —a) = 8a*>0,
2 2 2 2

g—y];(a,a) = %(a. —a) = %(—a,a) = %(—a, —a) = 8a*>0

H(a,a) = H(a,—a) = H(—a,a) = H(—a, —a) = (8a*)(8a*) > 0,



Xiv

assim (a,a), (a,—a), (—a,a) e (—a, —a) sdo pontos de minimo locais de f.

flz,y) = 2" + y** —nz® —ny*, n >3

Solugao
9 = 2pa® ! — 2na % =2n(2n — 1)a®"2 — 2n ggx =0
d 02 n— 92
f = 2ny?" 1 — 2ny 8_3,/; =2n(2n — 1)y*" 2 —2n 8a78fy =
Aplicando a Condigao necesdria para extremantes locais. Isto é 22 =0 e 2L = logo

2nz(2* 2 —-1)=0 = 2=0, =1, z=-1.

2ny(y>" 2 —-1)=0 = y=0, y=1, y=—1.

portanto sao candidatos a extremos locais os pontos (0,0), (0,1), (0,—1), (1,0), (—1,0),
(1,1), (1,-1), (—=1,1), (=1, —1). Agora usamos o teorema do Hessiano H(x,y) que clas-
sifica os candidatos a extremantes locais.

£(0,0) = —2n < 0,

8
oe2 e H(0,0) = (—2n)(—2n) >0
g (0,0) = —2n <0

entao (0,0) é ponto de méaximo local de f.

— 82_f _ — —2n
812 £0,1) = 332 (0,-1) 2n <0, e H(0,1)=H(0,—1) = (—2n)(4n)(n—1)
200,1) = 240,-1) = 4n(n—1)>0

o2 f — = 4dn(n —
832(170) = FH-10) = dn(n—1)>0, e H(1,0) = H(—1,0) = (4n)(n—1)(—2n)
g—yéc(l,O) = a—yz(—la()) = —2n <0

entao (0,1), (0,—1), (1,0) e (—1,0) sdo pontos de sela de f.

%(171) = %(1»—” = 8332( L1) = ax2( 1,-1) = 4n(n—-1)>0,

GO = Fo-n = FELy = G- = dnn—1) >0

Oy?

H(1,1) = H(1,-1) = H(-1,1) = H(—1,-1) = (4n(n — 1))* > 0,

<0

<0
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assim (1,1), (1,—1), (=1,1) e (—1, —1) sao pontos de minimo locais de f.

) f(ff,y) — l.Zn + y2n _ n22n72x2 _ n22n72y2’ n = {3’ 4}

Solugao
0 — opg®=1 — 2n2% 2y Of = on(2n — )2 — 22 1p 2L =0
d n— 02 n— n— 02
f = 2ny?" 1 — 2n22 2y ay’; =2n(2n — 1)y*—2 — 221 815; =0
Aplicando a Condicao necesaria para extremantes locais. Isto é 52 =0 e af = 0 logo

2nr(x?2 =222 =0 = =0, =2, r=-2.

2ny(y? 2 =22 =0 = y=0, y=2, y=-2.

portanto sao candidatos a extremos locais os pontos (0,0), (0,2), (0,—2), (2,0), (—2,0),
(2,2), (2,-2), (—2,2), (=2, —2). Agora usamos o teorema do Hessiano H(x,y) que clas-

sifica os candidatos a extremantes locais.

0,0) = —2%2"1n <0,
4(0,0)= e H(0,0) = (=2""'n)(—2*""'n) >0

8
g (0,0) = —22""1p < 0

entao (0,0) é ponto de méaximo local de f.

210,2) = Z4H0,-2) = -2 n <,

200,2) = 24(0,-2) = 22n(2n—2) >0
e H(0,2) = H(0,-2) = (=2"""'n)(2*" 'n(2n —2)) < 0

212,00 = Z4H(=2,0) = 22" 'n(2n —2) >0,
202,00 = 22,00 =  —2"n<0

e H(2,0)=H(-2,0)=—(2"""'n)*(2n —2) <0

entao (0,2), (0,—2), (2,0) e (—2,0) sdo pontos de sela de f.
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212,2) = Z4(2,-2) = ZL(-2,2) = Zi(—2,-2) = 22" 'n(2n—2) >0,

Ox? ox? )
2 2 2 2
Sh22) = §42,-2) = $L(-22) = $(-2,-2) = 27'n(2n-2)>0

H(2,2) = H(2,-2) = H(-2,2) = H(-2,-2) = (22" 'n(2n — 2))? > 0,
assim (2,2), (2,-2), (—2,2) e (=2, —2) sao pontos de minimo locais de f.

4. f(z,y) = 2% +y° — 3% — 3%,

Solucao
% = 62° — 2(35)1‘ % = 302t — 2(35) aayzgx =0
2 2
% = 6y° — 2(3%)y g—y’; = 30y* — 2(3%) aaxgy =0

Aplicando a Condigao neceséria para extremantes locais. Isto é % =0e g_f =0 logo
2 y

62° —2(3%)x = 6x(x —3)(x + 3)(z* +3%) =0 = 2=0, =3, z=-3.

6y° —2(3°)y = 6y(y —3)(y+3)(¥* +3*) =0 = y=0, y=3, y=-3.

portanto sao candidatos a extremos locais os pontos (0,0), (0,3), (0,—3), (3,0), (—3,0),
(3,3), (3,—-3), (—=3,3), (—3,—3). Agora usamos o teorema do Hessiano H (z,y) que clas-

sifica os candidatos a extremantes locais.

2100,0) = —2(3°) < 0,

922

2
5:5(0,0) = —2(3°) < 0
e H(0,0)=(-2(3")*>0
entao (0,0) é ponto de méximo local de f.

20,3 = 2L0,-3) = —2(3°) <0,
2 2
740,3) = 54(0,-3) = 8(3°) >0

e H(0,3)=H(0,-3) = —-16(3"") <0



13,00 = Z4(=3,0) = 8(3°) >0,
2 2

e H(3,0)=H(-3,0)=—16(3"") <0

entao (0,3), (0,—3), (3,0) e (—3,0) sdo pontos de sela de f.

1(3,3) = 24(3,-3) = 24(-3,3) = ZL(-3,-3) = 8§(3°) >0,

2 2 2 2
21(3.3) = 24(3,-3) = 24(-3.3) = 2H(-3,-3) = 8(3°)>0

H(3,3) = H(3,-3) = H(-3,3) = H(—3,-3) = (8(3°))* > 0,

assim (3,3), (3,—3), (—3,3) e (—3,—3) s@o pontos de minimo locais de f.

XVvil
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Maximos e minimos condicionais

1. Estude com relagdo a maximos e minimos a fungao f(x,y) = ax + by com a restri¢ao
a?r*+y*=1.a>0eb>0
Solucao
Aplicando o método de multiplicadores de Lagrange

Vf = AVgsendo g(z,y) = a’2®> +y>* =1 =10

(a,b) = M2a%x,2y) o= 5=
=

alr? +y? =1 y ==

=7 1402 e r= Ca/11b?
_ b _ b
y= 2v/1+b2 Y 1402
. 1 b , s 1 b ’
pelo Teorema de Weierstrass (am, W) ¢ ponto de méximo e ( T \/1+b2) é

ponto de minimo.

2. Estude com relacdo a méximos e minimos a funcao f(z,y) = ax + by com a restrigdo
2?2+ =1.a>0eb>0
Solucao
Aplicando o método de multiplicadores de Lagrange

Vf=AVgonde g(x,y) =a*z* +y* =1 =0

(CL, b) - )\(21‘, 2b2y) ==
=

a?r?+yP =1 i
substituindo os valores de x e y em g obtemos A = j:%\/ 1 4 a?, assim

a a

L= V1+a? e L= T Vita?
_ 1 1
Yy bv/1+4a? Yy bV 1+a?
. a 1 . - _a 1 .
pelo Teorema de Weierstrass (m, b\/1+7) ¢ ponto de maximo e ( = b\/1+a2) é

ponto de minimo.



