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22 Prova - 25/10/2018

Nome:
Ne¢ USP: Questao
1
Atencao: 2
1 - Leia os enunciados com atencao! 3
2 - Justifique cuidadosamente todas as suas atirmagoes. Nota

3 - Boa proval!

1. (3,0)

Verifique se cada um dos subconjuntos S é ou ndo um subespaco do espago veto-

rial V. JUSTIFIQUE.

(a)
(b)
(©)
(a)

(b)

()

V=R?eS={(x,y) e R? : y?>=x%}.

V=M2(]R)eS:{M= {Z ]eMz(]R) : a+c=b+d}.

b
d
V=M(R)eS={Me M(R) : detM = 0}.
S ndo é um subespaco de R? j& que, por exemplo, (1,—1) € Spois 12 = (—1)?e
(1,1) € Smas (1,—1) + (1,1) = (0,2) ¢ S ja que 0% # 22.
S é um subespago de M(R) :

(1)Amatriz{8 8] € Spois0+0=0+0.

. a bl an bz ~
(2) Sejam [ S ] €Se [ o dy ] € S. Entao

a1 +c1=by+dyear+cr="by+dp.

Mas
ap by a2 by | _ | mta hitb
c1 dq cy dp c1+cy di+dp

e
a+ay+(c1+c2) = (a1+c1) + (a2 +c2) = (b1 +dy) + (ba+dz) = (b1 +b2) + (d1 +da).

a1 +ay bi+b

c1+c di+dy } €S po1s satisfaz a pro-

A tltima linha mostra que a matriz {

priedade que define o conjunto S.

. a b < a b| | aa ab _
(3) Sejam a € Re [ c d] € S.Entaozx[c d} = {ac Ml}.Comoa—f—c =
b+ dtemos que aa +ac = a(a+c) = a(b+d) = ab+ ad , 0 que prova que
al” b S
c d '
.z . 10 .
S ndo é subespaco de M;(R). Considere, por exemplo, E1; = [ 00 } € S pois
detE;; = 0. Também E,, = [ 8 (1) ] € S,pois detEy; = 0. Entretanto detl, =

det(E1; + Epp) = 1 # 0. Assim a soma de dois elementos de Sndoestiem Se S
ndo é subespaco de M (RR).



2. (3,0)5ejasz{M: [ch z] € Ma(R) : x—y=z+te2x+22=y}.

(a) Prove que S é um subespago de M (RR).

(b) Determine uma base de S. Qual é a dimensao de S?

(@) Anélogo ao exercicio 1(b).
(b) Vamos resolver o sistema linear

xX—y = z—t N X—y—z+t =
2x+2z = y 2x—y+2z = 0°

e»)

Escalonando a matriz do sistema, obtemos o sistema de equacoes lineares equi-
valente que é

x—y—z+t =0
y+4z-2t = 0~

As solugdes do sistema sdoentdoy = —4z+2tex =y+z—t = —4z+2t +z —
t = —3z + t. Assim , toda matriz de S é da forma

—3z 4+t —4z+2t1:Z{—3 4}_”{2 —1

z t 10 0 1]'“6]&

Com isso, vemos que o conjunto
-3 4 2 -1
SR EIRER
é um conjunto gerador para S ja que toda matriz que estd em S pode ser escrita

como uma combinacao linear dessas duas matrizes. Também vale que B é LI, pois
sea,b € R sdo tais que

3 4 2 1 00
1 0]“’[0 1]_[0 01

[ —3a+0b —4a+2b} _ {0 0]

entao

a b 00

o que implica quea = b = 0.
Assim B é uma base de S e como tem 2 vetores, entdao dimS = 2.



“A-

3. (4,0) Determine se as afirmacdes a seguir sdo verdadeiras ou falsas. Justifique. Prove
a afirmacdo que for verdadeira e quando for falsa, explique a razao de ser falsa, através
de um exemplo, se for esse o caso.

(a) Seja V um espago vetorial sobre R. Seja A = {v1,v2,v3,v4} C V tal que {v1,v2,v3}
é LI e A é LD. Entdo o vetor v4 pode ser escrito como combinacdo linear de vy, v;
€ 03.

(b) Seja V um espacgo vetorial sobre R. Seja A = {v1,v2,v3} C V tal que todos os
subconjuntos de A com 2 elementos sdo LI. Entdo A é LI

(c) Sejam V = R3, S; = [(1,1,2),(1,1,3)] e S, = [(0,0,1),(1,1,2),(1,1,1)]. Entdo
S1 = Sa.

(d) O conjunto de polindmios A = {1+ x,1+ x3,x + x% + x3,x — x*} é uma base de
P3(R).

(a) VERDADEIRA Como A é LD, existem escalares a4, a,, a3, a4 ndo todos nulos tais
que 4101 + a0 + a3v3 + a4v4 = 0. Afirmamos que a4 # 0. De fato, se a4 = 0
terfamos que a1v1 + a0 + azvs = 0 e como {v1,vp,v3} é LI isso implicaria que
a1 = ap = a3z = 0. Contradigdo, pois ao menos um dos a; # 0. Logo temos que
a1 #0evy = (—7H)o1 + (=2)v2 + (—22)va.

(b) FALSA Considere, por exemplo, em R?, os vetores v; = (1,0),v, = (0,1) e v3 =
(1,1) = v1 + v2. Entdo A = {v1,v;,v3} é LD ja que v3 é uma combinacdo linear
de vy e vy. E f4cil observar que os subconjuntos de A com 2 elementos sao LI.

(c) Bastaverse {(1,1,2),(1,1,3)} € S, =1[(0,0,1),(1,1,2),(1,1,1)] e
{(0,0,1),(1,1,2),(1,1,1)} € $1 = [(1,1,2),(1,1,3)].

Note que (1,1,3) =2(0,0,1) + (1,1,1). Logo S; C S».

Temos também que (0,0,1) = (1,1,3) — (1,1,2). Logo (0,0,1) € S;. Também
(1,1,1) =2(1,1,2) — (1,1,3). Logo (1,1,1) € Sq1. Assim, S, C 5.

Temos entdo que S; = S, e a afirmacdo é VERDADEIRA

(d) Observe que x — x> = 1+ x — (1 — x) e entdo o conjunto A é LD e portanto nao
é uma base de P3(IR). Essa afirmacdo é FALSA.



