MAPO0215- CALCULO VETORIAL E APLICACOES
MAT0205- CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL II1

Primeira Prova- Resolucao
Dia: 24 de abril de 2018

Justifique todas as suas afirmacoes.
Questao 1
Calcular por integral dupla a area da regiao delimitada pelas curvas
2 4+2y=16 e x+2y=4.

Resolugao- Primeiramente vamos determinar a regiao de integracao(R).
Denotaremos por C a curva 2 + 2y = 16 e por Cy a curva = + 2y = 4.
Isolando 2y na equagao de Cy e substituindo o valor encontrado na equagao
de (1, temos que

44—z =16c2"-1-12=0
cujas raizes sao r; = —3 e x5 = 4. Substituindo os valores de x; e x5 na
7
equacao de uma das curvas obtemos y; = 3 ey =0.
7
Portanto, os pontos de intersecao sao (—3, 5) e (4,0).
Esboco da regiao R

Logo a regiao de integracao pode ser descrita por

2
R={(z,y) ER}—3<2<4 e 2—g§y§8—%},

1



Como queremos calcular a area entre as curvas, a fungao que iremos integrar
é f(z,y) =1 a qual é limitada e integravel em R.

Temos ainda que as fungdes ¢q, ¢y : [—3,4] — R dadas por ¢ (z) =2 — g e
2
Go(z) =8 — % sao continuas em [—3,4]; e como para todo x € [—3, 4] existe

a integral

16—x2—4—|—x_ — 224+ x+12

2 2

podemos aplicar o Teorema de Fubini, e obtemos

//R 1dpdy = /iF(x)dx

343
A area da regiao delimitada pelas curvas C; e Cy é Tz u.a.



Questao 2
Calcule a integral dupla da fungao
fl,y) = ye"
na regiao B = {(z,y) e R®? |0 <y <1, ¢y*<z<1}

Solugao
Esboco de B

Note que para z € [0,1] fixo temos que 0 < y < /z. Logo, a regiao de
integracao pode ser descrita da seguinte forma

B={(r,y) eR*}0<z <1, 0<y<z}

Como f(z,y) = ye*” é continua em R compacto , segue que f é integravel, e
como para todo z € [0, 1] existe a integral

ve 2 2 y2 ve 1 2
F(z) = / ye® dy = e* [—] = —ze”®
0

podemos aplicar o Teorema de Fubini, e obtemos

! Y1, 01
/0 ()dz /o 2" 4<e )



Questao 3

Calcule a drea da regidao delimitada pela curva (z —2)?+y? =4, aretay =0
earetay=ux.

Solugao 1-Vamos primeiro determinar a regiao de integracao.

Fazendo y = x em (z — 2)? 4+ y* = 4, temos que x; = 0 e x5 = 2. Portanto,
os pontos de intersegao da reta y = x e da circunferéncia (v — 2)? 4+ y* = 4
sao (0,0) e (2,2).

Para facilitar os calculos, vamos escrever o dominio de integragao em coor-
denadas polares, uu seja, faremos a seguinte mudanca de variavel

G R? — R?
(x =rcosf,y =rsinh)

cujo Jacobiano é r.
Aplicando o Teorema da Mudanca de Variaveis temos que

// ldxdy = // rdrd6.
R G-1(R)

Vamos agora determinar o dominio de integracao no plano 6
Considere o triangulo da figura acima, temos que

2 s
tanf = - —-1=60 = —
an 5 1



Assim, efetuando uma varredura em R no sentido anti-horario a partir do
. o 7
eixo positivo z, vemos que 0 < 0 < 1

Em coordenadas polares, temos
(z—2)*+y* =4 <= (2—rcosf)*+(rsinf)? = 4 <= r’—4rcosf = 0 <= r = 4cosf

Logo, 0 < r < 4cosf

G_l(R) ={(r,0) € RQ! 0<r<4dcosf, 0<60< %}

Note que a funcao f(r,6) = r é continua no retangulo G~'(R), logo podemos
aplicar o Teorema de Fubini

% 4cos@
// rdrdf = / / rdrdé
o Jo

G~1(R)
= /4(800529 —2)dé
0

= /4 8 cos® AdH

0

_ {@—i— sm%’}

0
= 24

Solucao 2
Considere o esbogo de R

28

Temos que area da regiao R é a soma das areas das regioes Ry e Rs.

Vamos calcular primeiro a area de R;. Temos que,

R ={(r,9) eR|0<2<2,0<y<a}.

b}



A fungao f(x,y) =1 é continua em R; compacto, logo limitada e integrével
em R;. Além disso, as fungao ¢y) = x é continua em [0,2] Aplicando o
Teorema de Fubini, obtemos

2 T 2
// ldxdy = / / ldydx = / xdr =2
Ry o Jo 0

Logo, a area de R; é 2.
Para calcular a area de Ry vamos escrever essa regiao em coordenadas polares.
Ou seja, faremos a seguinte mudanca de variavel
G:R*— R?
(x =rcosf,y =rsinb)

cujo Jacobiano é r.
Aplicando o Teorema da Mudanca de Varidveis temos que

// ldxdy = // rdrd6.
R G-'(R)

com G~ (R) = {(r,0)0 <r <2,0<6< g}

Note que a funcao f(r,#) = r é continua no retangulo G~'(R), logo podemos
aplicar o Teorema de Fubini, obtendo

5 2 3
// rdrd@z/ / rdrd@z/ 2d0 =7
o Jo 0
G—1(R)

Logo, a area de R é 2 + .



Questao 4

Calcule a integral dupla da funcao

_[a—y Y
Fay) = <x+y+2)

na regiao B delimitada pelas retas de equacoes
r+y=lLr+y=—-l,r—y=1Lr—y=—1

Solucao
Como B é delimitada pelas retas © +y = £1 e x — y = +1, faremos uma
mudanca de variavel tal que

u=r+y e v=x—1Y

ou seja ,
G:R*— R?
U+ v U— v
(u,v) = (z = G1(u,v) = 5 vy = Go(u,v) = 5 )
cujo Jacobiano é dado por
0G, 0G, 1 1
. o 5 5 1
ou  Ou 2
Como G é uma aplica¢do linear com |Jg| = 3 # 0 , podemos aplicar o

Teorema da Mudanca de Variaveis,

2 2
— 1
// Y ) ae dy = // Y —dudv.
T+y+2 u+2) 2
B G-1(B)
As fronteiras de G™!(B) sdo u = +1 e v = %1, logo G_1(R) ¢ o retangulo

[—1,1] x [-1,1]
Como f(u,v) = (ul—)i—Q

de Fubini, assim
1 Lol /2 \ 1 2
) §dudv. = /1/1 (u—|—2) édudv =3

// -
U+ 2
G-1(B)

é continua em G~1(B), podemos aplicar o Teorema




