MAPO0215- CALCULO VETORIAL E APLICACOES
MAT0205- CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL II1

Segunda Prova- Resolucao
Dia: 05 de Julho de 2018

Justifique todas as suas afirmacoes.

Questao 1

a) Calcule [ y*dx —2*dy sendo C o circulo de raio 2 centrado na origem
percorrido uma vez no sentido anti-horario.

b) O campo vetorial F(z,y) = (y3, —23) é conservativo? Justifique.
Resolugao

a) Alternativa 1-Temos que

/ F-dr= / P(z,y)dz + Q(z,y)dy
c c

onde P(x,y) =y e Q(z,y) = —x> sdao as componente de F = (P, Q),

as quais sao de classe C'* em R?. Note que a curva C' é fechada, simples
e regular por partes. Assim, pelo Teorema de Green

/C?d?://l) (%—2—5) dady.

onde D ¢ o circulo de raio 2 centrado na origem.

/ yide — 23dy = // (—32* — 3y*)dady
c D

Usando coordenadas polares

Logo,

x = pcost;y = psinf

cujo jacobiano é p
Segue que D = {(p,0) e R0 < p<20<6 <2}

Aplicando a férmula de mudanca de variaveis e o Teorema de Fubini,
temos



/y3dx—x3dy = // (—32% — 3y*)dzdy
c D
2m 2
= —3/ /r3dpd0
o Jo
2m 472
T
0 4 0
2
= —3/ 4d6
0

= —24r

Alternativa 2 Uma parametrizacao que percorre C' da maneira dada é:
r: [0, 27] > R?
r(t) = (2cost,2sint)

Assim, usando a definicao de integral de linha

2T
/ Fa7 = / F(r(t)) -+ ()dt
c 0
2m
= / F((2cost,2sint)) - (—2sint, 2 cost)dt
027r
= / (8sin®t, —8cos®t) - (—2sint, 2 cost)dt
’ 27
= —16/ (sin®t + cos* t)dt
0

1 2m
= —16 | — (122 + sin(4x))
16 0

= —12(27) = =247

Obs-O calculo da integral fo%(sin4 t + cos* t)dt é trabalhoso, pois en-
volve varias etapas de integragao por partes, e utilizacao de identidades
trigonométricas. Assim, a melhor maneira de resolver a questao é uti-
lizando o Teorema Green (Alternativa 1), pois nesse caso as contas sao
bem mais simples.

Se F fosse um campo conservativo em R? entdo a integral [, Fa7
seria zero, para qualquer curva fechada C contida em R% Como a

integral ao longo do circulo do item a) nao é zero, concluimos que
nao é um campo conservativo em R2.
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Questao 2

Calcule [[, S rot? .7 dS sendo
F(x,y,2) = (2%, =3zy, 2%y°)

e S é a porcao do paraboldide z = 5 — 2?2 — ¢ com z > 1, com normal
apontando para cima.

Resolugao
Alternativa 1 Como z > 1 temos que 1 <5 — 22 — 9% & 22 — 9% < 4.

Fazendo um esboco, vemos que a superficie S é um paraboldide que tem
como curva fronteira sua interseccao com o plano z = 1, a qual se da ao longo
de uma circunferéncia de raio 2 e centro no ponto (0,0, 1).

Vemos que a superficie S é o grafico da funcao f : D — R? onde D =
{(u,v) e R? u? +v? <4} e f(z,y) =5 —a? — y* é de classe C' em D. Esse
tipo de superficie pode ser parametrizada por

c:DCR*— R

o(u,v) = (u,v,5 — u® —v?)

que é injetiva, regular e de classe C*. Além disso, campo ? ¢ de classe C*
em D. Logo, podemos aplicar o Teorema de Stokes, obtendo

//Srot?-ﬁdS:/C?d?

(' é a circunferéncia de raio 2 no plano z=1, percorrida no sentido anti-horario
quando vista de cima, a qual delimita a superficie com orientagao compativel
com a estipulada pela normal.

Uma parametrizacao para a curva C é:

r:(0,27) — R?

r(t) = (2sint, 2 cost, 1)

Calculemos a integral de linha sob C'

/C Fav = /0 R () - (t)dt

No nosso caso, temos

7' (t) = (—2sint, 2cost,0), F(r(t)) = (1, —12costsint, 64 cos’ t sin® t)
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Logo,

2m
// ot F - S = / (1, —12costsint, 64 cos® tsin®t) - (—2sint, 2 cost,0)dt
s 0

27
= / (—2sint — 24sint cos® t)dt
0

= [8(:ost—1-2(308315](2)7r =0.

Obs - Como o campo vetorial é simples, uma outra maneira de resolver
esse exercicio ¢ utilizando a definicao de integral de superficie. Dada pela

formula
Jdo Oo
.48 = 1122« 92
//S 7ds //DG(O—(U,U)) n |5, % 5 ldude

onde D é o dominio da parametrizacao o. Neste caso, o campo G sera o
campo rotF.

Questao 3

Calcule o fluxo do campo vetorial
F(x,y,2) = (cos(z) + xy?®, xe %, sin(y) + 2°2)

através da superficie do sélido limitado pelo paraboldide z = 2% + 4% e o
plano z = 4.

Resolugao
Seja S a superficie formada pelo paraboloide z = 22 + y? e o plano z = 4.
Fazendo um esboco, vemos que S é uma superficie fechada e regular que é
fronteira de um sélido B C R3 fechado.

Além disso, as componentes do campo F sao de classe C' em R3. Assim,
aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss para a superficie S, temos

/ /S F.7ds = / / /B div(F)dedydz

onde 77 é a normal exterior a superficie.
Temos que

d(cos(z) + zy?) N J0(ze™?) N d(sin(y) + 2%2) 9

WE
div ox dy 0z

=y +uz
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Para o calculo da integral tripla do divergente utilizaremos coordenadas
cilindricas

r=rcosf, y=rsinf, z =z

cujo Jacobiano é r.

Temos que 0 < 0 < 27w e 0 < z < 4, para acharmos a variacao de r escrevemos
z = 22 4+ y? em coordenadas cilindricas, e obtemos r = V7, logo 0 <r < /2.
Assim, B={(r,0,2)|[0 <r <+/z, 0<0<2m 0<z<4}

Utilizando o a férmula de mudanca de varaveis e o Teorema de Fubini, temos

/ / /B div(F)dedydz = /0 " /0 ' /0 ﬁﬂ(r)drdzde

0
16 2
— —(or) = =28
3 (2m = 3
Questao 4

Calcule o fluxo do campo vetorial ? através da superficie aberta S, sendo
Flo,y,2) = (ay?,y2* + (sin(2)%, 5 + 20?)

e S dado por z = \/4 — 22 — 2, z > 0, com 7@ tendo componente z positiva.

Note que a superficie S é a semi-esfera superior de raio 2. Vamos aplicar o
Teorema de Gauss, para isso precisamos fechar o superficie S com uma outra
superficie S7, de modo que a uniao dessas superficies seja fronteira de um
sélido fechado B C R3
Seja S; o disco centrado na origem e de raio 2. Temos que S = S; U S é
uma superficie fechada, orientavel e regular, além disso as componentes de
sao de classe C'. Aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss para a
superficie S temos que

//S?.ﬁds+/s ?'ﬁdsz///BdiV(?)dxdydz
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Temos que

divE — (zy?) i I(yz* + (sin(x))?) N A5 + za?)

2,2, 2
ox dy 0z Sy trte

Para calcular a integral tripla do divergente utilizaremos coordenadas esféricas
xr=rcosfsing, y=rsinfsing, z =rcosq¢

cujo jacobiano é r?sin ¢
Aplicando a férmula da mudanca de varidveis e o Teorema de Fubini, temos

% 2 2
/ / / div(F)dedydz = / / / rsin gdrdedd
B 0 0 0
% 2 27
= / singbdgb/ T4d7’/ de
0 0 0
75\ 2

— n(—cos )i (g)

647
5

Vamos calcular agora [ F.7ds
Para calcular o fluxo de F' através de S;, podemos parametrizar S; utilizando
coordenadas polares no plano:

o:[0,2] x [0,27] = R?

o(u,v) = (ucosv,usinv, 0)

Jo do

v (cosv,sinv, 0), 0 = (—usinv,ucosw,0)
Jo 0o do 0o
30 < g0 = 0,0,u), l5-x ol =u

Agora, fazendo um esboco, vemos que estamos interessados na normal unitaria
a o que aponta para baixo, isto é, com a ultima componente negativa, para
ser compativel com a normal exterior a o. Assim, tomamos:

-1
= —(0,0
n=—(0,0,u)



Pela definicao de integral de superficie

o2 Jdo  OJo
/51? 7ds /0 /OF(U(u,v)) n e % S dudv
27 2
_ /0 /0_
2
= —10ﬂ'(g—>
2 0

= —20m

Hududv
2

Juntando tudo, temos que

//?-ﬁdsz&l—ﬁmow:—m“
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