MAT 206 - MAP 216 - Analise Real - 1° semestre de 2018
Docente: Prof. Dr. Pierluigi Benevieri
Prova P1 - 13.4.2018 — Prova A

N° USP: Nome

Exercicio 1. (nota maxima 2.5) Considere o conjunto R dos nimeros reais, definido axiomatica-
mente. a) Prove, usando as propriedades algébricas de R, que, se a > 0, entdo o oposto de a é menor
do que 0; b) use o resultado anterior para provar que, se a < 0 e b > 0, entao a - b < 0; c) use os dois
resultados anteriores para provar que 1 > 0.

Exercicio 2. (nota maxima 2,5) a) Dé a definicdo de majorante de um subconjunto E de R e a
defini¢ao de supremo de E. b) Prove, usando o axioma de continuidade, que um subconjunto nao

vazio FE de R, limitado superiormente, possui supremo. c¢) Enfim, determine o supremo do conjunto

2 2
C= L, n € N3 e diga se tal supremo é maximo.
n?+1

Exercicio 3. (nota maxima 2,5) 1) Dé a defini¢do de fun¢ao continua em um ponto. 2) Considere

Fi—R f@) = © Y
.’%’x_OsexgéQ.

Prove que f é descontinua em x = 1 e continua em x = 0 (use a defini¢ao de fun¢ao continua e nao

use o conceito de limite).

Exercicio 4. (nota méaxima 2,5) Dé o enunciado e a demonstracao do teorema de anulamento para
as fungoes continuas.

Exercicio 5. (exercicio facultativo - nota méxima 1) Sejam f, g : R — R duas fungoes continuas
dadas. Prove que a fungao h : R — R, definida por h(z) = max{f(z), g(z)}, é continua em todo = € R.

JUSTIFIQUE COM ATENCAO CADA PASSO DOS EXERCICIOS







MAT 206 - MAP 216 - Analise Real - 1° semestre de 2018
Docente: Prof. Dr. Pierluigi Benevieri
Prova P1 - 13.4.2018 — Prova B

N° USP: Nome

Exercicio 1. (nota maxima 2,5) Considere o conjunto R dos nimeros reais, definido axiomatica-
mente. a) Prove, usando as propriedades algébricas de R, que, se a < 0, entdo o oposto de a é maior
do que 0; b) use o resultado anterior para provar que, se a < 0 e b < 0, entao a - b > 0; c) use os dois
resultados anteriores para provar que 1 > 0.

Exercicio 2. (nota méaxima 2,5) a) Dé a definigdo de minorante de um subconjunto E de R
e a defini¢do de infimo de E. b) Prove, usando o axioma de continuidade, que um subconjunto

nao vazio F de R, limitado inferiormente, possui infimo. ¢) Enfim, determine o infimo do conjunto

2n?2
= {21, neN n> 2} e diga se tal infimo é minimo.
n [R—

Exercicio 3. (nota maxima 2,5) 1) Dé a defini¢do de fun¢ao continua em um ponto. 2) Considere

Fi0 SR f@) = C FTE
AT = 0 sexz¢Q.

Prove que f é descontinua em x = 1 e continua em x = 0 (use a defini¢ao de fun¢ao continua e nao

use o conceito de limite).

Exercicio 4. (nota méaxima 2,5) Dé o enunciado e a demonstracao do teorema de anulamento para
as fungoes continuas.

Exercicio 5. (exercicio facultativo - nota méxima 1) Sejam f, g : R — R duas fungoes continuas
dadas. Prove que a funcéo h : R — R, definida por h(x) = min{ f(x), g(x)}, é continua em todo = € R.

JUSTIFIQUE COM ATENCAO CADA PASSO DOS EXERCICIOS







MAT 206 - MAP 216 - Analise Real - 1° semestre de 2018
Docente: Prof. Dr. Pierluigi Benevieri
Prova P1 - 13.4.2018 — Prova C

N° USP: Nome

Exercicio 1. (nota maxima 2.5) Considere o conjunto R dos nimeros reais, definido axiomatica-
mente. a) Prove, usando as propriedades algébricas de R, que, se a > 0, entdo o oposto de a é menor
do que 0; b) use o resultado anterior para provar que, se a < 0 e b > 0, entao a - b < 0; c) use os dois
resultados anteriores para provar que 1 > 0.

Exercicio 2. (nota maxima 2,5) a) Dé a definicdo de majorante de um subconjunto E de R e a
defini¢ao de supremo de E. b) Prove, usando o axioma de continuidade, que um subconjunto nao

vazio FE de R, limitado superiormente, possui supremo. c¢) Enfim, determine o supremo do conjunto

4 3
C= L, n € N3 e diga se tal supremo é maximo.
nd+1

Exercicio 3. (nota maxima 2,5) 1) Dé a defini¢do de fun¢ao continua em um ponto. 2) Considere

x sexeQ
f:]-1,0] = R, f(x) =
0 sex¢Q.
Prove que f é descontinua em z = —1 e continua em = = 0 (use a defini¢ao de fun¢ao continua e

nao use o conceito de limite).

Exercicio 4. (nota méaxima 2,5) Dé o enunciado e a demonstracao do teorema de anulamento para
as fungoes continuas.

Exercicio 5. (exercicio facultativo - nota méxima 1) Sejam f, g : R — R duas fungoes continuas
dadas. Prove que a fungao h : R — R, definida por h(z) = max{f(z), g(z)}, é continua em todo = € R.

JUSTIFIQUE COM ATENCAO CADA PASSO DOS EXERCICIOS







MAT 206 - MAP 216 - Analise Real - 1° semestre de 2018
Docente: Prof. Dr. Pierluigi Benevieri
Prova P1 - 13.4.2018 — Prova D

N° USP: Nome

Exercicio 1. (nota maxima 2,5) Considere o conjunto R dos nimeros reais, definido axiomatica-
mente. a) Prove, usando as propriedades algébricas de R, que, se a < 0, entdo o oposto de a é maior
do que 0; b) use o resultado anterior para provar que, se a < 0 e b < 0, entao a - b > 0; c) use os dois
resultados anteriores para provar que 1 > 0.

Exercicio 2. (nota méaxima 2,5) a) Dé a definigdo de minorante de um subconjunto E de R
e a defini¢do de infimo de E. b) Prove, usando o axioma de continuidade, que um subconjunto

nao vazio F de R, limitado inferiormente, possui infimo. ¢) Enfim, determine o infimo do conjunto

4n3
= {31, neN n> 2} e diga se tal infimo é minimo.
n [R—

Exercicio 3. (nota maxima 2,5) 1) Dé a defini¢do de fun¢ao continua em um ponto. 2) Considere

—x sex€Q
f:]-1,0] = R, f(x) =
0 sex¢Q.
Prove que f é descontinua em z = —1 e continua em z = 0 (use a defini¢ao de fungao continua e

nao use o conceito de limite).

Exercicio 4. (nota méaxima 2,5) Dé o enunciado e a demonstracao do teorema de anulamento para
as fungoes continuas.

Exercicio 5. (exercicio facultativo - nota méxima 1) Sejam f, g : R — R duas fungoes continuas
dadas. Prove que a funcéo h : R — R, definida por h(x) = min{ f(x), g(x)}, é continua em todo = € R.

JUSTIFIQUE COM ATENCAO CADA PASSO DOS EXERCICIOS




Gabarito da primeira avaliacao de Analise Real
(Realizada em 13 de abril de 2018)

Prova A

Exercicio (1). Considere o conjunto R dos nimeros reais, definido axiomaticamente. (a) Prove,
usando as propriedades algébricas de R, que, se a > 0, entao o oposto de a ¢ menor do que O.
(b) Use o resultado anterior para provar que, se a < 0 e b > 0, entdo a-b < 0. (c) Use os dois

resultados anteriores para provar que 1 > 0.

Solugdo: (a) Temos, para cada a € R:
a>0 = a+(-a)>0+(-a) = 0> —qa,

onde utilizamos o axioma da compatibilidade da soma com a rela¢ao de ordem de R (na primeira
implicagao) e os axiomas de oposto e elemento neutro de R (na segunda implica¢ao). W

(b) Note que, para z € R, temos z-0+0=2-0=2-(0+0)=2-0+ -0, donde z -0 = 0.
Suponha entdo a < 0 e b > 0. Pelo item (a), temos que —b < 0 e portanto a-(—=b) > 0-(—=b) =0
(axioma da compatibilidade do produto com a relagao de ordem de R e afirmagao anterior). Pelo
axioma da compatibilidade da soma com a relagao de ordem de R, temos que

a-b+a-(=b)>a-b+0 = a-(b+(-b)>a-b = O0=a-0>a-b,

como desejado. W

(¢) [Assumimos 1 # 0.] Suponha, por absurdo, que 1 < 0. Pelo item (a), obtemos —1 > 0, e

o item (b) fornece entdao —1 = 1-(—1) < 0, uma contradicao. M

Exercicio (2). (a) Dé a definicdo de majorante de um subconjunto E de R e a definigdo de
supremo de E. (b) Prove, usando o axioma da continuidade, que um subconjunto nao vazio

E de R, limitado superiormente, possui supremo. (c¢) Enfim, determine o supremo do conjunto

C= {f{fl 'n € N} e diga se tal supremo é maximo.

Solugao: (a) Dizemos que z € R é um majorante de um subconjunto £ de R se z > y para todo
y € E. O supremo de um subconjunto £ C R, denotado por sup F, é o menor dos majorantes de
E. 1

(b) Seja E C R nao vazio e limitado superiormente. Como E é nao vazio, tome a; € F e, sendo
limitado superiormente, considere b; € R um majorante de E. Se ¢; = ‘”241’1 for um majorante
de F, defina ay = aq e by = ¢;. Caso contrario, defina as = ¢; e by = b;. Repetindo esse processo,
construimos uma sequéncia de intervalos I,, = [a,, b,| satisfazendo, para todon € N, 1,11 C I,
e by — ap = 2(byq1 — any1). Pelo axioma da continuidade, existe z € R tal que {z} = (), oy In-

Mostremos que x = sup E.



Suponha que x nao seja majorante de F, isto é, que exista y € E tal que x < y. Entao existe
k € N tal que y ¢ Ir. Dai y > by, uma contradi¢do, dado que todo b, é, por construgdo, um
majorante de E. Logo = é majorante de F.

Suponha que exista ¢ € R, majorante de E, tal que ¢ < z. Entao existe j € N tal que ¢ ¢ I;.
Dai ¢ < a;, uma contradicao, dado que qualquer a,, ou é elemento de E ou nao ¢ majorante de £/

(e portanto ¢ ndo pode ser majorante de £). W

2n?
n2+1

(¢) Mostremos que sup C' = 2. Como nQ—il < 1 para todo n € N, vale que

< 2 para todo

n € N, e entao 2 é majorante de C. Fixe ¢ € (0,2). Queremos encontrar algum k£ € N tal que

2k? 2 _
>2—¢ <= 22> —ck*+2—¢ — k> c
k2 +1 €

Ora, a propriedade arquimediana garante a existéncia de tal k. Logo 2 — ¢ nao é majorante de

C' e concluimos que 2 é o menor majorante de C, como desejado. Além disso, tal supremo nao é

2n?
n2+1

maximo, dado que <2paratodoneN. W

Exercicio (3). (a) Dé a definicao de funcao continua em um ponto. (b) Considere
x, sexeQ

0, sex¢Q.

Prove que f é descontinua em x = 1 e continua em x = 0 (use a definicio de fung¢do continua e

0] =R, fz) =

ndo use o conceito de limite).

Solugao: (a) Seja f: D — R, D C R. Dizemos que f é continua em um ponto p € D se,
para todo € > 0 existir § > 0 tal que |f(x) — f(p)| < € sempre que x € D e |z — p| < 6, ou
equivalentemente: f(x) € (f(p) —¢, f(p) +¢) sempre que x € (p—d,p+0)ND. N

(b) Para provar que f é descontinua em x = 1, tome & = % e fixe 6 > 0 arbitrario. Como
1 € Q, temos que f(1) =1, donde (f(1) — ¢, f(1) + &) = (3, 2). Tomando qualquer irracional x
entre 1 — 4 e 1, teremos que z € (1 —§,1+6) N [0,1] = (1 — 4, 1] mas f(z) =0 ¢ (3,2). Logo f
nao pode ser continua em z = 1.

Para provar que f é continua em z = 0, fixe ¢ > 0 arbitrario e tome 6 = . Note que
(f(0) —¢&,f(0) +¢) = (—&,¢) e que (0 — 6,0+ 9)N[0,1] = [0,e). Para =z € [0,9), temos
duas possibilidades: (1) se x € Q, entao f(z) = = € [0,e) C (—¢,¢); (2) se ¢ ¢ Q, entdo
f(z) =0 € (—e,¢). Em ambos os casos, vale que f(x) € (—¢,¢). Pela arbitrariedade de ¢, segue

que f é continnaem x=0. N

Exercicio (4). Dé o enunciado e a demonstragdo do teorema de anulamento para as fungoes

continuas.



Solugao: Enunciado: Seja f: [a,b] — R uma fungdo continua. Se f(a) - f(b) < 0, entdo
existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demonstragdo: Suponha, sem perda de generalidade, que f(a) < 0f(b), e considere o
conjunto X = {x € [a,b] : f(z) < 0}. Note que a € X e portanto X é ndo vazio. Além
disso, b > x para todo x € X, donde X é limitado superiormente. Assim, existe ¢ = sup X.
Mostraremos que f(c¢) = 0 por absurdo.

Se f(c) < 0, a continuidade de f nos fornece 6; > 0 tal que f(z) < 0 para todo = €
(¢ —&1,¢+ 01). Entao ¢+ %1 € X, uma contradicao com o fato de c ser majorante de X.

Se f(c) > 0, a continuidade de f nos fornece d, > 0 tal que f(z) > 0 para todo = €

5

(¢c—d2,¢+685). Dai ¢ — 2 é um majorante de X (se c— 2 <y < c, entdo y € (¢ — dz,c+&2) e

portanto y ¢ X), o que é uma contradigdo com o fato de ¢ ser o menor majorante de X. W
Exercicio (5). Sejam f,g: R — R duas fun¢ées continuas dadas. Prove que a funcdo h: R — R,
definida por h(x) = max{f(x), g(z)}, é continua em todo x € R.

a+b+|a—Db
2

. Baseando-se no fato que soma, produto e composicao

Solugio: Para a,b € R, temos que max{a,b} = . Assim, para cada x € R, vale

que hz) = LTI +2|f<9«“> —g(2)|

de fungdes continuas é uma fungao continua, é suficiente mostrarmos que a fungao = — |z| é

continua. Ora, tal fato segue imediatamente da seguinte consequéncia da desigualdade triangular:

[|z| — |y|| < |z — y| para todos z,y € R. N



Prova B

Exercicio (1). Considere o conjunto R dos niimeros reais, definido axiomaticamente. (a) Prove,
usando as propriedades algébricas de R, que, se a < 0, entdao o oposto de a ¢ maior do que 0.
(b) Use o resultado anterior para provar que, se a < 0 e b < 0, entdo a-b > 0. (¢) Use os dois

resultados anteriores para provar que 1 > 0.

Solugio: (a) Temos, para cada a € R:
a<0 = a+(-a)<0+(-a) = 0<-—aq

onde utilizamos o axioma da compatibilidade da soma com a relacao de ordem de R (na primeira
implicacdo) e os axiomas de oposto e elemento neutro de R (na segunda implicagdo). W

(b) Note que, para z € R, temos 2-0+0=2-0=2-(0+0)=2-0+ -0, donde z -0 = 0.
Suponha entdo a < 0 e b < 0. Pelo item (a), temos que —a > 0 (dado que a = —(—a)) e portanto
(—a) - b < (—a) -0 = 0 (axioma da compatibilidade do produto com a relagdo de ordem de R
e afirmagao anterior). Pelo axioma da compatibilidade da soma com a relagdo de ordem de R,
temos que

a-b+(-a)-b<a-b+0 = (a+(—-a))-b>a-b = 0=0-b>a-b,

como desejado. W

(¢) [Assumimos 1 # 0.] Suponha, por absurdo, que 1 < 0. Pelo item (a), obtemos —1 > 0, e

o item (b) fornece entdo —1 =1-(—1) < 0, uma contradicgdo. W

Exercicio (2). (a) Dé a definigdo de minorante de um subconjunto E de R e a definigdo de
infimo de E. (b) Prove, usando o axioma da continuidade, que um subconjunto nao vazio F
de R, limitado inferiormente, possui infimo. (c¢) Enfim, determine o infimo do conjunto C' =

{ff_zl :n€N,n> 2} e diga se tal infimo é minimo.

Solugio: (a) Dizemos que x € R é um minorante de um subconjunto E de R se z < y para
todo y € E. O infimo de um subconjunto £ C R, denotado por inf F, é o maior dos minorantes
de £. 1

(b) Seja £ C R nao vazio e limitado inferiormente. Como E é limitado inferiormente, tome
a1 um minorante de E e, sendo nao vazio, tome b; € E. Se ¢; = % for um minorante de F,
defina ay = ¢; e by = by. Caso contrario, defina as = a; e by = ¢;. Repetindo esse processo,
construimos uma sequéncia de intervalos I,, = [ay,, b,| satisfazendo, para todon € N, I,,;; C I,
e by — ap = 2(byq1 — any1). Pelo axioma da continuidade, existe z € R tal que {z} = (o In-

Mostremos que = = inf F.



Suponha que x nao seja minorante de F, isto é, que exista y € E tal que y < z. Entao existe
k € N tal que y ¢ I. Dai y < ag, uma contradi¢ao, dado que todo a, é, por construgdo, um
minorante de E. Logo x é minorante de F.

Suponha que exista ¢ € R, minorante de E, tal que x < ¢. Entao existe j € N tal que ¢ ¢ I;.
Dai ¢ > b;, uma contradicao, dado que qualquer b, ou é elemento de £ ou nao ¢ minorante de £

(e portanto ¢ ndo pode ser minorante de £). W

n2

2
n2—1

(¢) Mostremos que inf C' = 2. Como n?—il > 1 para todo n > 2, vale que > 2 para todo

n > 2, e entao 2 é minorante de C'. Fixe € > 0. Queremos encontrar algum k£ € N tal que

2k2 2
/<;2—1<2+€ — kP <UP+ek?P—2—¢ <— k> jg.

Ora, a propriedade arquimediana garante a existéncia de tal k. Logo 2 + £ nao é minorante de

C' e concluimos que 2 é o maior minorante de C', como desejado. Além disso, tal infimo nao é

2n?
n?—1

minimo, dado que > 2 paratodon>2. N

Exercicio (3). (a) Dé a defini¢ao de fungdo continua em um ponto. (b) Considere
—x, sexeQ

0, sex¢Q.

Prove que f é descontinua em = = 1 e continua em = = 0 (use a definicio de fungio continua e

0] =R, fx) =

ndo use o conceito de limite).

Solugio: (a) Seja f: D — R, D C R. Dizemos que f é continua em um ponto p € D se,
para todo £ > 0 existir § > 0 tal que |f(x) — f(p)| < € sempre que x € D e |z —p| < §, ou

equivalentemente: f(z) € (f(p) — ¢, f(p) + ) sempre que z € (p—6,p+6) N D. W
2
1 € Q, temos que f(1) = —1, donde (f(1)—¢, f(1)+¢) = (=3, —3). Tomando qualquer irracional

z entre 1 — 4 e 1, teremos que z € (1 —§,1+0)N[0,1] = (1 —4,1] mas f(z) =0 ¢ (-2, -1).

(b) Para provar que f é descontinua em x = 1, tome € = 3 e fixe § > 0 arbitrario. Como

Logo f nao pode ser continua em x = 1.

Para provar que f é continua em xz = 0, fixe ¢ > 0 arbitrario e tome 6 = . Note que
(f(0) — €, f(0) + ) = (—&,e) e que (0 — 4,0 +9)N[0,1] = [0,e). Para =z € [0,0), temos
duas possibilidades: (1) se z € Q, entao f(z) = —z € (—¢,0] C (—¢,¢); (2) se x ¢ Q, entao
f(z) =0 € (—¢,¢). Em ambos os casos, vale que f(x) € (—¢,¢). Pela arbitrariedade de ¢, segue

que f é continuaem z=0. W

Exercicio (4). Dé o enunciado e a demonstragdo do teorema de anulamento para as fungoes

continuas.



Solugao: Enunciado: Seja f: [a,b] — R uma fungdo continua. Se f(a) - f(b) < 0, entdo
existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demonstragdo: Suponha, sem perda de generalidade, que f(a) < 0f(b), e considere o
conjunto X = {x € [a,b] : f(z) < 0}. Note que a € X e portanto X é ndo vazio. Além
disso, b > x para todo x € X, donde X é limitado superiormente. Assim, existe ¢ = sup X.
Mostraremos que f(c¢) = 0 por absurdo.

Se f(c) < 0, a continuidade de f nos fornece 6; > 0 tal que f(z) < 0 para todo = €
(¢ —&1,¢+ 01). Entao ¢+ %1 € X, uma contradicao com o fato de c ser majorante de X.

Se f(c) > 0, a continuidade de f nos fornece d, > 0 tal que f(z) > 0 para todo = €

5

(¢c—d2,¢+685). Dai ¢ — 2 é um majorante de X (se c— 2 <y < c, entdo y € (¢ — dz,c+&2) e

portanto y ¢ X), o que é uma contradigdo com o fato de ¢ ser o menor majorante de X. W

Exercicio (5). Sejam f,g: R — R duas fun¢ées continuas dadas. Prove que a funcdo h: R — R,

definida por h(x) = min{ f(x), g(z)}, é continua em todo = € R.

a+b—|a—0
2

. Baseando-se no fato que soma, produto e composicao

Solugio: Para a,b € R, temos que max{a,b} = . Assim, para cada x € R, vale

ave h(z) = LTI ) — gt

de fungdes continuas é uma fungao continua, é suficiente mostrarmos que a fungao = — |z| é

continua. Ora, tal fato segue imediatamente da seguinte consequéncia da desigualdade triangular:

[|z| — |y|| < |z — y| para todos z,y € R. N



Prova C

Exercicio (1). Considere o conjunto R dos nimeros reais, definido axiomaticamente. (a) Prove,
usando as propriedades algébricas de R, que, se a > 0, entdo o oposto de a é menor do que O.
(b) Use o resultado anterior para provar que, se a < 0 e b > 0, entdo a-b < 0. (c) Use os dois

resultados anteriores para provar que 1 > 0.

Solugio: (a) Temos, para cada a € R:
a>0 = a+(-a)>0+(—a) = 0> —qa,

onde utilizamos o axioma da compatibilidade da soma com a rela¢ao de ordem de R (na primeira
implicagdo) e os axiomas de oposto e elemento neutro de R (na segunda implicagdo). W

(b) Note que, paraz € R, temos - 0+0=2-0=2-(04+0)=2-0+ -0, donde x - 0 = 0.
Suponha entdao a < 0 e b > 0. Pelo item (a), temos que —b < 0 e portanto a - (—b) > 0-(—b) =0
(axioma da compatibilidade do produto com a relagdo de ordem de R e afirmagao anterior). Pelo
axioma da compatibilidade da soma com a relagao de ordem de R, temos que

a-b+a-(=b)>a-b+0 = a-(b+(-b)>a-b = O0=a-0>a-b,

como desejado. M

(¢) [Assumimos 1 # 0.] Suponha, por absurdo, que 1 < 0. Pelo item (a), obtemos —1 > 0, e

o item (b) fornece entdo —1 =1-(—1) < 0, uma contradigao. M

Exercicio (2). (a) Dé a definigdo de majorante de um subconjunto £ de R e a definigao de
supremo de E. (b) Prove, usando o axioma da continuidade, que um subconjunto nao vazio

E de R, limitado superiormente, possui supremo. (¢) Enfim, determine o supremo do conjunto

C= {n‘f{fl 'n e N} e diga se tal supremo é maximo.

Solugao: (a) Dizemos que z € R é um majorante de um subconjunto £ de R se z > y para todo
y € E. O supremo de um subconjunto £ C R, denotado por sup F, é o menor dos majorantes de
E. 1

(b) Seja E C R nao vazio e limitado superiormente. Como E é nao vazio, tome a; € FE e, sendo

— a1tbh
2

limitado superiormente, considere b; € R um majorante de E. Se ¢; for um majorante
de F, defina as = a1 e by = ¢;. Caso contrario, defina as = ¢; e by = b;. Repetindo esse processo,
construimos uma sequéncia de intervalos I,, = |ay,, b,| satisfazendo, para todon € N, I,,;; C I,
e by — ap = 2(byq1 — any1). Pelo axioma da continuidade, existe z € R tal que {z} = (), oy In-
Mostremos que x = sup FE.

Suponha que x nao seja majorante de F, isto é, que exista y € E tal que x < y. Entao existe
k € N tal que y ¢ Ix. Dai y > by, uma contradi¢do, dado que todo b, é, por construgdo, um

majorante de E. Logo x é majorante de F.



Suponha que exista ¢ € R, majorante de E, tal que ¢ < z. Entao existe j € N tal que ¢ ¢ I;.
Dai ¢ < a;, uma contradicao, dado que qualquer a,, ou é elemento de E ou nao ¢ majorante de £

(e portanto ¢ ndo pode ser majorante de £). W
n3 4n3
n3+1

7 < 4 para todo

< 1 para todo n € N, vale que

(c) Mostremos que sup C' = 4. Como

n € N, e entdo 4 é majorante de C. Fixe ¢ > 0. Queremos encontrar algum k € N tal que

3 _
4k S>4—c <= AP S4 —ckP+4—c < k>34 c.
k3+1 €

Ora, a propriedade arquimediana garante a existéncia de tal k. Logo 4 — ¢ nao é majorante de

C e concluimos que 4 é o menor majorante de C', como desejado. Além disso, tal supremo nao é

4n3
n3+1

maximo, dado que <4 paratodoneN. W

Exercicio (3). (a) Dé a definicao de funcao continua em um ponto. (b) Considere

r, sex€Q
f: [_170]_)Ra f({L'): ’
0, sez¢Q.
Prove que f é descontinua em x = —1 e continua em = = 0 (use a defini¢io de fungdo continua e

nao use o conceito de limite).

Solugao: (a) Seja f: D — R, D C R. Dizemos que f é continua em um ponto p € D se,
para todo € > 0 existir § > 0 tal que |f(z) — f(p)| < € sempre que x € D e |z — p| < ¢, ou
equivalentemente: f(z) € (f(p) —e, f(p) +¢) sempre que z € (p—do,p+d)ND. N

(b) Para provar que f é descontinua em x = —1, tome £ = % e fixe § > 0 arbitrario. Como
—1 € Q, temos que f(—1) = —1, donde (f(-1) — ¢, f(=1) + ) = (=3, —3). Tomando qualquer
irracional x entre —1 e —1 4 4, teremos que z € (—1 —0,—1+ ) N [-1,0] = [-1,—1 + ) mas
f(x)=0¢ (—=2,—1). Logo f ndo pode ser continua em z = —1.

Para provar que f é continua em z = 0, fixe ¢ > 0 arbitrario e tome § = . Note que
(f(0) —¢,f(0)+¢) = (—e,¢) e que (0—0,049) N [-1,0] = (—¢,0]. Para x € (—¢,0], temos
duas possibilidades: (1) se z € Q, entao f(x) = = € (—¢,0] C (—e,¢); (2) se z ¢ Q, entdo
f(z) =0 € (—e,¢). Em ambos os casos, vale que f(x) € (—¢,¢). Pela arbitrariedade de e, segue

que f é continnaem x=0. N

Exercicio (4). Dé o enunciado e a demonstragao do teorema de anulamento para as fungoes

continuas.

Solugio: Enunciado: Seja f: [a,b] — R uma fungao continua. Se f(a) - f(b) < 0, entao
existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.
Demonstragdo: Suponha, sem perda de generalidade, que f(a) < 0f(b), e considere o

conjunto X = {x € [a,b] : f(z) < 0}. Note que a € X e portanto X é nao vazio. Além
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disso, b > x para todo x € X, donde X é limitado superiormente. Assim, existe ¢ = sup X.
Mostraremos que f(c) = 0 por absurdo.

Se f(¢) < 0, a continuidade de f nos fornece d; > 0 tal que f(z) < 0 para todo = €
(c—61,c+6). Entdo c+ & € X, uma contradi¢do com o fato de ¢ ser majorante de X.

Se f(c) > 0, a continuidade de f nos fornece d, > 0 tal que f(z) > 0 para todo = €
(¢ — 62,c+ d3). Dai ¢ — %2 ¢ um majorante de X (se ¢ — %2 <y <c¢ entao y € (¢ — g, ¢+ o) €

portanto y ¢ X), o que é uma contradigdo com o fato de ¢ ser o menor majorante de X. W

Exercicio (5). Sejam f,g: R — R duas fun¢es continuas dadas. Prove que a funcdo h: R — R,
definida por h(x) = max{f(x), g(z)}, é continua em todo x € R.

a+b+la—D
2

. Baseando-se no fato que soma, produto e composicao

Solugio: Para a,b € R, temos que max{a,b} = . Assim, para cada x € R, vale

ave h(z) = LTI )~ gla)

de fungoes continuas ¢ uma funcdo continua, é suficiente mostrarmos que a fungdo = — |z| é

continua. Ora, tal fato segue imediatamente da seguinte consequéncia da desigualdade triangular:

l|z| — |y|| < |z — y| para todos z,y € R. N



Prova D

Exercicio (1). Considere o conjunto R dos niimeros reais, definido axiomaticamente. (a) Prove,
usando as propriedades algébricas de R, que, se a > 0, entao o oposto de a é menor do que O.
(b) Use o resultado anterior para provar que, se a < 0 e b < 0, entdo a-b > 0. (¢) Use os dois

resultados anteriores para provar que 1 > 0.

Solugio: (a) Temos, para cada a € R:
a<0 = a+(-a)<0+(-a) = 0<-—aq

onde utilizamos o axioma da compatibilidade da soma com a relacao de ordem de R (na primeira
implicacdo) e os axiomas de oposto e elemento neutro de R (na segunda implicagdo). W

(b) Note que, para z € R, temos 2-0+0=2-0=2-(0+0)=2-0+ -0, donde z -0 = 0.
Suponha entdo a < 0 e b < 0. Pelo item (a), temos que —a > 0 (dado que a = —(—a)) e portanto
(—a) - b < (—a) -0 = 0 (axioma da compatibilidade do produto com a relagdo de ordem de R
e afirmagao anterior). Pelo axioma da compatibilidade da soma com a relagdo de ordem de R,
temos que

a-b+(-a)-b<a-b+0 = (a+(—-a))-b>a-b = 0=0-b>a-b,

como desejado. W

(¢) Assumimos 1 # 0. Suponha, por absurdo, que 1 < 0. Pelo item (a), obtemos —1 > 0, e o

item (b) fornece entao —1 =1-(—1) < 0, uma contradicdo. W

Exercicio (2). (a) Dé a definigdo de minorante de um subconjunto E de R e a definigdo de
infimo de E. (b) Prove, usando o axioma da continuidade, que um subconjunto nao vazio F
de R, limitado inferiormente, possui infimo. (c¢) Enfim, determine o infimo do conjunto C' =

{n‘%jfl neNn> 2} e diga se tal infimo é minimo.

Solugio: (a) Dizemos que x € R é um minorante de um subconjunto E de R se z < y para
todo y € E. O infimo de um subconjunto £ C R, denotado por inf F, é o maior dos minorantes
de £. 1

(b) Seja £ C R nao vazio e limitado inferiormente. Como E é limitado inferiormente, tome
a1 um minorante de E e, sendo nao vazio, tome b; € E. Se ¢; = % for um minorante de F,
defina ay = ¢; e by = by. Caso contrario, defina as = a; e by = ¢;. Repetindo esse processo,
construimos uma sequéncia de intervalos I,, = [ay,, b,| satisfazendo, para todon € N, I,,;; C I,
e by — ap = 2(byq1 — any1). Pelo axioma da continuidade, existe z € R tal que {z} = (o In-

Mostremos que = = inf F.
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Suponha que x nao seja minorante de F, isto é, que exista y € E tal que y < z. Entao existe
k € N tal que y ¢ I. Dai y < ag, uma contradi¢ao, dado que todo a, é, por construgdo, um
minorante de E. Logo x é minorante de F.

Suponha que exista ¢ € R, minorante de E, tal que x < ¢. Entao existe j € N tal que ¢ ¢ I;.
Dai ¢ > b;, uma contradicao, dado que qualquer b, ou é elemento de £ ou nao ¢ minorante de £
(e portanto ¢ ndo pode ser minorante de £). W

n3

n‘fv_l > 4 para todo

(¢) Mostremos que inf C' = 4. Como n?—il > 1 para todo n > 2, vale que

n > 2, e entao 4 é¢ minorante de C'. Fixe € > 0. Queremos encontrar algum k£ € N tal que

4k3 ; ) 4
k3_1<4+5 = AP <AkP ek —4— @ <— k>4 jg.

Ora, a propriedade arquimediana garante a existéncia de tal k. Logo 4 + ¢ nao é minorante de

C' e concluimos que 4 é o maior minorante de C, como desejado. Além disso, tal infimo nao é

4n3
n3—1

minimo, dado que >4 paratodon>2. N

Exercicio (3). (a) Dé a defini¢ao de fungdo continua em um ponto. (b) Considere

—x, sexeQ
f: [_170]_>]R7 f(l’):
0, sex¢Q.
Prove que f é descontinua em x = —1 e continua em = = 0 (use a defini¢io de fung¢io continua e

ndo use o conceito de limite).

Solugio: (a) Seja f: D — R, D C R. Dizemos que f é continua em um ponto p € D se,
para todo £ > 0 existir § > 0 tal que |f(x) — f(p)| < € sempre que x € D e |z —p| < §, ou
equivalentemente: [(z) € (f(p) — ¢, f(p) +¢) sempre que # € (p— 6,p+6) N D. W

(b) Para provar que f é descontinua em x = —1, tome € = % e fixe 6 > 0 arbitrario. Como
—1 € Q, temos que f(—1) = —(=1) = 1, donde (f(—1) — ¢, f(=1) +¢) = (3,2). Tomando
qualquer irracional = entre —1 e —14-4, teremos que z € (—1—0,—1+9)N[—1,0] = [-1,—1+)
mas f(z) =0 ¢ (3, %) Logo f nao pode ser continua em x = —1.

Para provar que f é continua em xz = 0, fixe ¢ > 0 arbitrario e tome 6 = . Note que
(f(0) — &, f(0)+¢e) = (—¢,¢) e que (0—06,0+ ) N[-1,0] = (—¢,0]. Para x € (—¢,0], temos
duas possibilidades: (1) se z € Q, entao f(z) = —z € [0,¢) C (—¢,¢); (2) se z ¢ Q, entado
f(z) =0 € (—¢,¢). Em ambos os casos, vale que f(x) € (—¢,¢). Pela arbitrariedade de ¢, segue

que f é continuaem z=0. W

Exercicio (4). Dé o enunciado e a demonstragdo do teorema de anulamento para as fungoes

continuas.
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Solugao: Enunciado: Seja f: [a,b] — R uma fungdo continua. Se f(a) - f(b) < 0, entdo
existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demonstragdo: Suponha, sem perda de generalidade, que f(a) < 0f(b), e considere o
conjunto X = {x € [a,b] : f(z) < 0}. Note que a € X e portanto X é ndo vazio. Além
disso, b > x para todo x € X, donde X é limitado superiormente. Assim, existe ¢ = sup X.
Mostraremos que f(c¢) = 0 por absurdo.

Se f(c) < 0, a continuidade de f nos fornece 6; > 0 tal que f(z) < 0 para todo = €
(¢ —&1,¢+ 01). Entao ¢+ %1 € X, uma contradicao com o fato de c ser majorante de X.

Se f(c) > 0, a continuidade de f nos fornece d, > 0 tal que f(z) > 0 para todo = €

5

(¢c—d2,¢+685). Dai ¢ — 2 é um majorante de X (se c— 2 <y < c, entdo y € (¢ — dz,c+&2) e

portanto y ¢ X), o que é uma contradigdo com o fato de ¢ ser o menor majorante de X. W

Exercicio (5). Sejam f,g: R — R duas fun¢ées continuas dadas. Prove que a funcdo h: R — R,

definida por h(x) = min{ f(x), g(z)}, é continua em todo = € R.

a+b—|a—0
2

. Baseando-se no fato que soma, produto e composicao

Solugio: Para a,b € R, temos que max{a,b} = . Assim, para cada x € R, vale

ave h(z) = LTI ) — gt

de fungdes continuas é uma fungao continua, é suficiente mostrarmos que a fungao = — |z| é

continua. Ora, tal fato segue imediatamente da seguinte consequéncia da desigualdade triangular:

[|z| — |y|| < |z — y| para todos z,y € R. N
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