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OBSERVAÇÕES:

Boa prova!

(1) (1,5 pontos)
Seja X o conjunto das sequências de números naturais [xn ∈ N, ∀n ∈ N]
que são não-decrescentes a partir do centésimo elemento, ou seja,

X = {(xn)n∈N : xn+1 ≥ xn para todo n ≥ 100}

Decida se X é ou não enumerável. Provando sua resposta.

(2) (2,5 pontos)
(a) Seja A ⊆ R um subconjunto de R e α um número real.
Definimos o conjunto:

Xα := α+A = {α+ x;x ∈ A}.

Mostre que se A é denso em R então Xα é denso em R.

(b) Mostre que se A é fechado então Xα é fechado.

(c) Mostre que se A é limitado então Xα é limitado.
Mostre que supXα = α+ supA.

(3) (1,5 pontos)
(a) Fixados x ≤ 0 < 2 ≤ y reais, para cada n ∈ N considere os conjuntos:

An =
(
x+ 1

n , y −
1
n

)
= {α ∈ R : x+ 1

n < α < y − 1
n}.

Bn =
[
x+ 1

n , y −
1
n

]
= {α ∈ R : x+ 1

n ≤ α ≤ y −
1
n}.

Mostre que

∞⋃
n=1

An =

∞⋃
n=1

Bn = (x, y) = {α ∈ R : x < α < y}.

(b) Se a condição x ≤ 0 < 2 ≤ y for eliminada, o resultado continua
verdadeiro? Se for verdade, prove!
Se for falso, dê contra-exemplo!
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(4) (1,5 pontos)
Sejam A e B conjuntos não-vazios e limitados de números reais positivos.

(a) Prove que se A é fechado então supA ∈ A.

(b) É verdade que 0 ∈ A então inf A = 0?
Se for verdade, prove!
Se for falso, dê contra-exemplo!

(c) É verdade que supA ∈ ∂A?
Se for verdade, prove!
Se for falso, dê contra-exemplo!

QUESTÃO EXTRA.
Sejam A, B e B conjuntos limitados de R.

Defina dH(A,B) = max

{
inf

x∈A,y∈B
|x− y|, sup

x∈A,y∈B
|x− y|

}
.

Mostre que dH(A,B) ≤ dH(A,C) + dH(B,C).
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