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1. Sejam A um anel e a € A e considere o seguinte conjunto

Se={r € A:axr=2xa}

(a) Mostre que S, ¢ um subanel de A (indique as propriedades utilizadas)
Vamos provar que S, é subanel de A. Note que S, é nao vazio porque claramente
a € 5,. B suficiente demonstrar trés itens:
e Seb b €8, entdo b+ € S,:
De fato, temos que:

a(b+V)=ab+al (pela distributividade)
=ba+ba (porque b,b" € S,)
=(b+V)a (pela distributividade)

Portanto b+ b € S, por definigao.
e Se b b €8, entao b.b € S,:
Temos que:

a(bb') = (ab)b/ (pela associatividade)
= (ba )b’ (porque b € S,)
= b(al) (pela associatividade)
= b(b'a) (porque b’ € S,)
= (bb)a (pela associatividade)
Portanto bb’ € S, por definicao.
e Sebe S,, entao —b € S,:
Temos que:
a(—b) = —(ab) (pelo ex. 1b da Lista Unificada)
= —(ba) (porque b € S,)

= (=b)a (pelo ex. 1b da Lista Unificada)

Portanto —b € S, por defini¢ao.

(b) Se A= My(R) ea= (é 8) descreva S,,.
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(Z w) (O O) < (0 ()) (z O) < y,z = 0. Com isso acabamos de provar
que:

Sa:{(g 3}) GMQ(R):x,wE]R}
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Suponha que b = ( )GMQ R). EntéobGSa@ab:ba(:)<1 O) (x y) =



(¢) O conjunto S, é um ideal de A?
Em geral, nao é ideal. Suponha, por absurdo, que sempre seja. No exemplo do item

b) acima, temos que a = ((1) 8) pertence a S, (basta tomar z = 1 e w = 0), e

portanto, como S, ¢é ideal, ((1) 8) (8 é) também pertence a S,. Mas esse produto

. 0 1 . S . C e e
é igual a (0 O)’ que nao é uma matriz diagonal, contrariando a descrigao feita no

item b). Portanto S, nao ¢ um ideal no exemplo acima.

2. Mostre que todo corpo é um dominio de integridade. Vale a reciproca?

Seja F' um corpo. Vamos mostrar que F' é um dominio de integridade. Claramente,
porque F' é um corpo, em particular é comutativo e tem unidade. Resta ver entao que
nao tem divisores de zero. Sejam a,b € F' com ab = 0. Se a = 0, acabou, entao suponha
a # 0. Entao, como F é corpo, a tem inverso a!. Dai ab=0=a"'(ab) =a'.0=0=
(e ta)b =0 = 1.0 =0 = b = 0. Portanto ou a = 0 ou b = 0, provando que F' nao tem
divisores de zero.

Nao vale porém que todo dominio de integridade seja um corpo. Um contraexemplo é
o anel Z dos nimeros inteiros. Sabemos que Z é comutativo, tem unidade e nao tem
divisores de zero, porém os tnicos elementos que tém inverso sao 1 e -1.

3. Sejam f : A — B um homomorfismo de anéis e J um ideal de B. Mostre que [ =
fYJ)={x e A: f(z) € J} & um ideal de A.

Vamos provar que f~!(J) é um ideal de A. Como f ¢ um homomorfismo, f(0) = 0 €
J = 0 € f~1(J), mostrando que f~'(J) é ndo vazio. E suficiente agora mostrar trés
propriedades:

e Seabe f71(J), entdo a+be fH(J):
Como a,b € f~1(J), f(a), f(b) € J. Como J & ideal, f(a)+ f(b) € J. Como f é
homomorfismo, f(a+0b) = f(a)+ f(b) € J. Logo a+b € f~1(J) pela defini¢ao.

e Seac f7I(J), entdo —a € f~1(J):
Como a € f71(J), f(a) € J. Como J é ideal, —f(a) € J. Como f é homomorfismo,
f(=a) = —f(a) € J. Logo —a € f~1(J) pela definigao.

e Seac f1(J)ebe A, entao ab,ba € f71(J):
Como a € f71(J), f(a) € J. Como J ¢é ideal, f(a)f(b) € Je f(b)f(a) € J. Como f

¢ homomorfismo, tanto f(ab) = f(a)f(b) quanto f(ba) = f(b)f(a) pertencem a .J.
Logo ab e ba pertencem a f~1(J) por definigao.

4. Decreva todos os possiveis homomorfismos f : C — C. Nota. Utilize o fato de que se
f : € — C for um homomorfismo nao nulo, entdo f(r) = r para todos os niimeros reais 7.

Sabemos que a funcao nula f : C — C é sempre um homomorfismo, entao vamos supor
que f: C — C seja um homomorfismo nao nulo.

Seja z = a + bi € C um numero complexo qualquer, com a,b € R. Entao, usando o fato
escrito no enunciado, f(a) =a e f(b) =b. Como f é homomorfismo,

f(2) = fla+bi) = fa) + f(b).f(i) = a+b.f(i) (1)

Isso indica que se determinarmos quanto vale f(i), entdo saberemos f(z) para qualquer
z.



Sabemos que i = —1. Entdo usando novamente que f ¢ homomorfismo e o fato do
enunciado, temos que f(i%) = f(—1) = f(i)> = —1. Logo f(i) é raiz da equagao t* = —1,
ou seja, f(i) = ¢ ou f(i) = —i. Combinando essa afirmagdo com a relacdo 1 acima,
temos que ou f(z) =a+bi = z ou f(2) = a+ b(—i) = Z. (Z denota o conjugado de z).
Concluimos que 86 existem trés homomorfismos f : C — C, que estao descritos abaixo:

fi:C—>C

fi(z) = 0 para todo z € C
fo:C—=C

f2(2) = 2 para todo 2z € C
fz3:C—=C

f3(z) = Z para todo z € C

(A rigor, seria preciso mostrar que f, e f3 sdo de fato homomorfismos, mas essa verificacdo
é direta).

. Seja A = RJ[t] o anel de polindmios com coeficientes em R e seja .J o ideal de A formado
pelos polinomios que sao miltiplos de p(t) = 3t* —2t, isto ¢, J = (3t —2t)R[t]. Considere
o quociente B do anel A pelo ideal J, isto é, o anel B = R[t]/(3t* — 2¢)R[t].

()

(c)

Descreva os elementos de B.

Primeiramente, seja f(t) € R[t] um polinémio de grau maior ou igual a 2. Pelo
algoritmo da divisao em R[t], existem ¢(t),r(t) € R[t] com r(t) = 0 ou graur(t) <
grau p(t) = 2 tais que f(t) = p(t)q(t) + r(t). Tomando as classes de equivaléncia no
quociente B, temos que f(t) = p(t)q(t) + r(t) = p(t).q(t)+r(t) = 0.q(t)+r(t) = r(t).
Ou seja, dado f(t) qualquer, existe r(¢) nulo ou de grau menor ou igual a 1 tais que
as classes de equivaléncia de f(t) e de r(t) sdo iguais no quociente B.

Por outro lado, suponha que f(t) e ¢g(t) tenham a mesma classe de equivaléncia no
quociente B, onde f(t) e g(t) sdo polindmios distintos nulos ou de grau menor ou
igual a 1. Entao f(t) — ¢(t) seria um polinémio ndo nulo de grau menor ou igual a 1,
e por outro lado seria um multiplo nao nulo de p(t). Porém um miltiplo ndo nulo de
p(t) tem grau pelo menos 2, absurdo. Concluimos dessa discussao que nao ha como
dois polindmios distintos nulos ou de grau menor ou igual a 1 terem a mesma classe
de equivaléncia no quociente B.

Resumindo, o quociente B = R[t]/p(t)R[t] é igual ao conjunto das classes de equiva-
léncia dos polinémios de grau menor ou igual a 1 e do polinémio 0. Além disso, tais
classes sao distintas entre si.

Encontre em B as classes de equivaléncia dos elementos f(t) = 6t> —t* — 2t +2 e
(f(£))*.

Note que f(t) = 6t° —t? — 2t +2 = 2¢(3t* — 2t) + (3t> — 2t) +2 = (2t +1)(3t* — 2t) + 2.
(Esta conta também pode ser feita pelo algoritmo da divisao). Portanto f(t) —2 =
(2t + 1)p(t) ¢ um multiplo de p(t), e portanto f(f) e 2 estdo na mesma classe de
equivaléncia no quociente B. Portanto f(t) =2 em B.

Disso segue que (f(t))2 = mQ =2 =1 Logo (f(t))2 =1 em B.

Exiba dois polinomios distintos de grau 4 que pertencam a classe t no quociente B.



Temos por exemplo que p(t).t? = 3t* — 2t3 = (3t* — 2t3 +t) — t. Isso prova que
3t* — 213+t e t diferem por um multiplo de p(t), e que assim 3t — 2¢3 + ¢ =t em B.
Outra possibilidade & p(t)(2t?) = 6t* — 4¢3 = (6t* — 4¢3 +t) — t. Portanto, da mesma
forma que antes, 6t4 — 4¢3 +t =t em B.



