MATO0265 - Grupos

Resolugdo da Prova Substitutiva

1. Seja G um grupo, sejam a,b € G, e seja k um inteiro ndo nulo. Demonstre as implicagdes a
seguir.

.
a) Se a tem ordem finita igual a r, entdo a* tem ordem iguala ————.
(@) & & mdc(k, r)

(b) Se a tem ordem infinita, entdo a* tem ordem infinita.

(c) Se a tem ordem finita igual a 7, b tem ordem finita igual a s, mdc(r,s) = 1 e ab = ba,
entdo ab tem ordem rs.

Solugdo. (a) Seja d = mdc(k,r). Entdo d > 0 e existem k', 7' € Z tais que k = dk',r = dr’
e mdc(k/,7') = 1. Comor > 0Oed > 0, segue ' > 0. Mostremos que a* tem ordem .
Como (a¥)" = a®"" = (&) = (eg)¥ = eg, segue que a* tem ordem finita e t := o(a¥) < 7.
Por outro lado, e = (a¥)! = a e, portanto, alkl! = ec. Assim, dr’ = r = o(a) divide
|k|t = d|K'|t. Isso implica que 7’ divide [k’|t. Mas mdc(|K'|,7") = mdec(K/, ") = 1 e, portanto,
r’ tem que dividir t. Logo ' < t. Conclui-se que t = 7. (b) Se a* tivesse ordem finita,
digamos, igual a ¢, terfamos akt = (ak )t = eg. Assim, alklt = ¢, e a teria ordem finita. (0)
Por um lado, (ab)"”® = a*b" = (a")*(b°)" = (eg)*(ec)" = eg (a primeira igualdade segue de
ab = ba). Logo, t := o(ab) < rs. Por outro lado, como ab = ba, temos a'b! = (ab)! = eg.
Isso implica a' = b~" € H := (a) N (b). Como H é um subgrupo de (a), que, por sua vez,
é um grupo finito com |(a)| = o(a) = r, segue, do Teorema de Lagrange que |H| divide
r. Por um argumento andlogo, | H| também divide s, e, portanto, | H| divide mdc(r,s) = 1.
Logo, H = {eg}. Assim, a' = eceb' = (b7!)"! = (eg) ! = ec. Ou seja, temos r = o(a) e
s = o(b), ambos, dividindo t. Como mdc(r,s) = 1, segue que rs divide ¢t e, assim, rs < .
Logot = rs.

2. Seja n um inteiro maior do que um. Considere o grupo simétrico S,. Paracadai =1,...,n,
defina o seguinte subconjunto de S,:

Xi={oc€S,:0(i) =i}.

(a) Mostre que, paracadai =1,...,n, X; é um subgrupo de S,,.

(b) Mostre que, paracadai =1,...,n, tem-se [S, : X;] = n.

Solugdo. Fixe i € {1,...,n}. (@) es, = id € X;, pois id(i) = i; se 0,7 € X;, entdo
(c1)(i) = o(t(i)) = o(i) = i, logo, o1 € X;; se ¢ € X;, entdo ¢(i) = i e, portanto,
o 1(i) =0 Y(o(i)) =id(i) = i,logo ! € X;. Segue que X; é, de fato, um subgrupo de S,,.
(b) Seja C o conjunto das classes laterais a esquerda de X; em S,.. Entdo, a funcdo

f:c — {1,...,n}
oX; — o(i)



estd bem definida e é injetora, pois, para todos o, T € S, temos ¢ X; = TX; & Tl € X; &
(t71o)(i) =i & o(i) = t(i). Além disso, f é também sobrejetora, pois, dado j € {1,...,n},

a permutagdo
id sei=]
0. - o . . .
(ij) sei#]j
satisfaz f(0X;) = o(i) =j. Logo, [S, : Xi| = |C| = |[{1,...,n}| =n.
. Seja G um grupo e sejam H, K subgrupos normais de G. Considere a fungao

(p:G—>E><

G
H™K

definida por ¢(a) = (aH,aK), para todo a € G.

(a) Mostre que ¢ é um homomorfismo.
(b) Descreva o ntcleo de ¢ em termos dos subgrupos H e K.

(c) Suponha que H e K tenham, ambos, indice finito em G. Mostre que se
mdc([G : H],[G : K]) =1, entdo ¢ é sobrejetorae [G: HNK]| =[G : H][G : K].

Solugido. (a) ¢ é um homomorfismo, pois, para todos a,b € G, temos ¢(ab) = (abH,abK) =
((aH)(bH), (aK)(bK))= (aH,aK)(bH,bK) = ¢(a)@(b). (b) Dado a € G, temos a € ker ¢ &
(aH,aK) = ¢(a) = eg/uxc/x = (ec/u,ec/x) = (H,K) < aH =HeaK =K< ae€ HNK.
Logo, ker¢ = HNK. (c) Sejam r = [G : H| es = [G : K]. Como mdc(r,s) = 1, existem
m,n € Z tais que rm + sn = 1. Assim, dado a € G, aH = (aH)" " = ((aH)")" (a""H) =
(H)"(a*"H) = (eg,u)™a"H = a°"H (a igualdade * segue do fato de aH € G/H, que é um
grupo de ordem [G : H| = r). Assim ¢(a*") = (a*"H,a*"K) =(aH, ((aK)*)")= (aH,K),
uma vez que aK € G/K, que é um grupo de ordem [G : K| = s. De modo anédlgo, dado
b € G, mostra-se que bK = b""K e, portanto, ¢(b"") = (H,bK). Logo, dados a,b € G,
temos ¢ (a*"b"™) = ¢(a*)e(b"™) = (aH,K)(H,bK) = (aH,bK). Logo, ¢ é sobrejetora e,
pelo primeiro teorema do isomorfismo,

HNK kerg "¢ H™K
Portant ‘H K — H K
ortanto, [G N ‘HQK‘ ‘ ‘ H‘ [G: H|[G:K].

. Seja G um grupo finito e seja H um subgrupo de G tal que |G : H] = p, em que p é o menor
primo que divide a ordem de G. Mostre que H é um subgrupo normal de G.

(Sugestdo: Mostre que H coincide com o niicleo de um homomorfismo de dominio G, defi-
nido por uma agdo adequada de G em um conjunto.)

Solugdo. Seja X = {aH : a € G}. Entdo, G age em X por translagdo:



O homomorfismo ¢ satisfaz ker ¢ C H, uma vez que se g € ker ¢, entdo gaH = ¢4(aH) =
¢(g)(aH) =id(aH) = aH, para todo a € G; em particular, tomando a = eg, segue gH = H.

Mostremos que H = ker ¢. Pelo primeiro teorema do isomorfismo, temos EIme <

S(X) = Sp, uma vez que | X| = [G : H| = p. Portanto, r := [G : ker ¢] = ‘ke(jqo‘ divide

|Sy| = p!, digamos, p! = rn. Por outro lado, r = [G : ker 9] = [G : H|[H : ker ¢] = pt,
onde t := [H : ker ¢]. Nosso objetivo é mostrar que t = 1. Temos: p! = rn = ptn e,
portanto, tn = (p — 1)!. Se t # 1, existiria um primo ¢ tal que q | t. Como ¢t divide |H|
(pois t = [H : ker ¢]), e | H| divide |G|, terfamos g | |G|. Mas t | (p — 1)!, o que implicaria
g ] (p—1)!, e, portanto, g < p, uma contradi¢do com a escolha de p. Logo [H : ker ¢] =1,
e, portanto, H = ker ¢, que é normal em G.



