MAPO0217 - Calculo Diferencial
MATO0311 - Calculo Diferencial e Integral V
la. Prova - Peso 1
Entrega: Até 22/08/2018 (4a. feira) 29 Semestre de 2018
REGRAS DO JOGO:
1. Na nota entrara pelo menos duas questoes de cada parte.
2. Para nota serao consideradas questoes cujos valores somem no maximo 10 pontos.
Para compor esses 10 pontos, serd considerada a melhor escolha para cada aluno.

BOA PROVA!

PARTE I - Topologia do R"

Questao 1 (1 ponto) Mostre que em R? o “quadrado sem contorno” (0,1) x (0,1) é um sub-
conjunto aberto.

Questao 2 (1 ponto) Mostre que se F' C R™ é fechado e A C R™ é aberto, entdo F'\ A é
fechado.

Questao 3 (2 pontos) Na tabela abaixo, M é um espago métrico e X é um subconjunto de
M. Considere U,, = U,en. Complete as lacunas com os subconjuntos correspondentes:

M XcM Xe° 0X X’ X X é X é
aberto? | fechado?

R Un <%’ 2n1—1)
R Un [%’ 2n1—1]

R? | U, B [0]\ B_._(0)

2n+1

Questao 4 (1 ponto) Decida se cada subconjunto de R? abaixo tem ou nao algum ponto de

acumulacao. Justifique sua resposta.
(a) {(1/n,1/2n) |n € N}. (b) N x N. (¢c) A C R aberto, nao vazio.

PARTE II - Topologia de Espagos Métricos

Questao 5 (1 ponto) Sejam (M, d) um espago métrico e H C M aberto nao vazio, e p € H.
Mostre que H \ {p} é aberto.

Questao 6 (1 ponto) Seja M = R com a métrica discreta d,(z,y) = {(1) 22 i f ?:lj

Considere Y = Upen(s:, 57) C M.

(a) Quem sdo Y°,0Y,Y’ e Y nesse exemplo?

(b) Y é fechado? Y é aberto?



Questao 7 (1 ponto) Seja (M,d) um espago métrico, e A C M aberto, ndo vazio. Decida se
cada afirmacao abaixo é verdadeira ou falsa, e justifique:

(a) A € uma uniao de bolas abertas.

(b) A € uma unidao de bolas fechadas.

Questao 8 (2 pontos) Seja M = R? com a métrica d(z,y) = |v; — y1| + d.(x2,72), onde

di(t,s) = { (1] >e Z; 75 ¢ a métrica discreta em R.
set=s
Considere os seguintes subconjuntos de M:

A=(0,1)x(0,1) B=10,1]x[0,1] C=(0,1)x[0,1] D=]0,1] x (0,1)
EFE=Rx(0,1) F=(0,1)xR G=Rx[0,1] H=[0,1]xR

(a) Determine quais desses subconjuntos sao abertos. Justifique sua resposta.

(b) Determine quais desses subconjuntos sao limitados. Justifique sua resposta.

Questao 9 (1 ponto) Duas normas || || e ||| ||| num espago vetorial V' sdo equivalentes se
existem reais o > 0, 8 > 0, tais que af[v|| < |||v]|| < B||v||,Yv € V.
Seja V = RF.

(a) Mostre que as normas || ||1 e || || s80 equivalentes em V.

(b) Mostre que as normas || ||2 e || ||oo s80 equivalentes em V.

PARTE III - Sequéncias em RF

Questao 10 (1 ponto) Seja (xn = (z},22,... ,x,’j)) .y Uma sequéncia em R* e seja T =
n
(z',7%,...,7%) € R*. Mostre que
T, =T < 1! > T parai=12,... k.

Questao 11 (1 ponto) Decida se cada uma das sequéncias abaixo converge em R?, e em caso
afirmativo, calcule seu limite. Justifique suas afirmagoes.

(a) z,=(t+e ™ ™2 g+ a’+a*+---+a"), ne N, onde a € (—1,1).
(b) z, = (ne”",sin+, (=1)"), n € N.
() tn=(4em ™ 142424+ + 1) neN.
Questao 12 (1 ponto) Mostre que em R¥, toda sequéncia de Cauchy é convergente, isto 6, ele
¢ um espaco métrico completo.
PARTE IV - Sequéncias em Espacos Métricos

Questao 13 (1 ponto) Mostre que se uma sequéncia (z,),eN convergente num espago métrico
(M, d) é limitada.

Questao 14 (1 ponto) Mostre que se uma sequéncia (x,),en é limitada num espago métrico
(M,d) e p € M, entao existe uma bola B centrada em p tal que z,, € B,Vn € N.



Questao 15 (1 ponto) Mostre que se uma sequéncia (z,),eN convergente num espago métrico
(M, d) é uma sequéncia de Cauchy.

Questao 16 (1 ponto) Mostre que o espago métrico definido na questao 8, toda sequéncia de
Cauchy ¢é convergente, isto €, ele é um espago métrico completo.

Questao 17 (1 ponto) Seja M = C([0,1]) com a norma || [|; e considere em M a sequéncia
(fn)nen definida por f,(t) = t™,t € [0,1]. Seja f € M a fung¢ao nula.
Decida se cada uma das afirmacoes abaixo é verdadeira ou falsa, e justifique sua resposta.

(a) Com a métrica dada por || |1, a sequéncia (f,)nen converge para f.
(b) Com a métrica dada por || ||2, a sequéncia (f,)nen converge para f.

(c) Com a métrica dada por || ||e, @ sequéncia (fn)nen converge para f.



