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Questao 1 (2,0) Sejam (M, d), (M, CZ) espacos métricos e seja f: A C M — M.
Sejam AC Ae A=A\ A.
Seja a € A° um ponto de acumulagao de A.
Mostre que:

(a) Se a nao é ponto de acumulacdo de A entao existe lim,_,,f se e sé se existe lim, ., f] T
Nesse caso, limgaf = limgaf] 5.

(b) Se a nao é ponto de acumulagao de A entdo existe lim,_,qf se e s6 se existe lim,_,q f] 7.
Nesse caso, limg_qf = lima_qf]5.

(c) Se a ¢ ponto de acumulacao de Ae ¢ ponto de acumulagao de A entao existe limy_,q f
se e s6 se existem £ = lim,_of|; e { = limy_of|; e £ = . Nesse caso, lim,_,of =

Questao 2 (2,0) Considere o espago métrico (M, d,), onde M = R? e d, ¢ definida por
do(z,y) ._{1 se T # ),

0 sex=y.
Mostre que:

(a) A fungao f : M — R definida por f(z) = 2% + 22,25 + 23 é continua? Justifique sua
resposta.

(b) A funcao v : R — M definida por v(t) = (¢,1?) é continua? Justifique sua resposta.

Questao 3 (2,0) Determine para quais valores de k € N a fungao f : R* — R definida por

k

2¥ sin 32
fla,y) =4 =ttt se (z,9) # (0,0), é continua na origem.
0, se (z,y) = (0,0),

Questao 4 (2,0) Em cada item, calcule a derivada parcial de f : R? — R* no ponto (7,7) €
R?, com respeito ao vetor v = (a,b) € R

l‘y2

(a) k = 1,(z,7) = (0,0), f(z,y) = {82+y4’ N gzg 7 <070>f

(2?2 +a?sinl,y), sex #0,
0,9), caso contrario.

(b) k= 2,(7,7) = (0,0), f(z,9) = {

(c) k =3,v=(2,3), f(z,y) = (xy?, &Y, 22 + ¢?)



Questao 5 (2,0) Em cada item, decida se f : R? — R é ou nao diferencidvel na origem, e em
caso afirmativo, apresente sua diferencial na origem. Em caso afirmativo, determine também
se f é ou nao de classe C'. Justifique sua resposta.

(a) Fle.y) = {aﬁyzcosaﬁiyza se (2,y) £ (0,0),

0, se (x,y

Questao 6 (2,0) Sejam f,g : R? — R4 diferenciaveis em T e sejam H : R? — R, e K :
R? x R? — R definidas respectivamente por H(z) = ( f(x) | g(z) ) e K(x,y) = { f(x) | g(y) ).

(a) Mostre que H é diferencidvel em T e que DH(T) : R? — R é dada por DH(Z)(u) =
(DfE)(u) | 9(x) )+ (f() | Dg(T)(u) ),Vu € RP.

(b) Mostre que K ¢ diferenciavel em (7,7) € R? x R? e que DH(Z,Z) : R x R?» — R ¢é dada
por DH(7,7)(u,v) = { DI(E)(w) | 9(7) ) + { /() | Dg(@)(v) ), ¥(u,v) € RP x RP.

(c) Calcule a matriz jacobiana JH (T).

(d) Calcule a matriz jacobiana JK (T, T).

Questao 7 (2,0) Seja f : R" x R* x --- x R* = R"” — R definida por

f(@ = f(($117$12, .. 7$1n)7 ($21,$22, .. 7$2n>, s (xnbana . . )xnn)) = det X,

onde X € M,«,(R) é a matriz

Ti1 Ti2z - Tip
X — x‘m Tag -+ Top
Tn1 Tn2 s Tpn
Mostre que f ¢é diferenciavel em T = (T2117T127 e 7T1n)7 (TQl,fQQ, e ,Tgn), cey (Tnl,fng, A 7Tnn))
eque Df(Z) :R"xR" x --- x R"=R"™ — R é definida, para cada
2
V= (1111,2112,...,vln),(vgl,vgg,...,vgn),...,(vnl,vng,...,vnn)) ER"xR"x--- xR"=R"
por
Df(f)(v) = f((?]ll,vlg,...7U1n),(Tgl,fgg,...,Tgn),...,(fnl,fn27...,fnn))
+ f((TH,TlQ,...,Tln),(U21,U22,...71)2n),...,(Tnl,fng,...,fnn))
_|_
+ f((flhfl% s 7T1n)7 (f2l)f227 s 7T2n>) sy (Uilavi% s 7Uin>) I (Tnbfn% s 7Tnn))
+
+  f((@11,T12, - Tin)s (T21, Taz, -+, T2n),s - - (Vnls Un2s - - 5 Uni)),

isto é, se denotarmos por X; a matriz obtida de X trocando-se sua linha i por [Vi1 V2 « .« . Vi,
Df(z)(v) = det X; +det Xo + -+ -+ det X; + - - - + det X,.
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Questao 8

(a) Seja T': R™ — R™ linear, definida por por T'(x) = Az, onde A € M,,«,(R). Considere em
R™ a norma euclidiana usual e a distancia usual (distancia associada).

Mostre que |||T||| := supjzj<1||T(x)]| < |A[, onde |A| = /> a;;e.

Nota: || € a norma usual no espaco vetorial M,y,(R), enquanto que ||| ||| € a norma
no espaco das transformacaoes lineares de R™ em R™ quando fixada em R™ a norma usual.

(b) Mostre que ¢ : R* — R? definida por ¢(z,y) = g(sin(z + 3y) cos(z — ), C;Z(le’)), é uma
contracao.

Questao 9 (2 pontos)
Considere

F:R*—-R? ¢g:R°’—-R?’ h:R—R
diferencidveis, tais que g(zo, o) = (2,3),h(xo) =1 e h(yo) = 4.
Suponha que  F(h(z),g(z,y),h(y)) = (0,0), ¥(z,y) € R
Sao dadas as seguintes matrizes jacobianas:

JF(1,2,3,4) = 1 g _02 g Thizo) = [17],  Thiy) = [ 8]

Calcule (faga todas as contas!) a matriz jacobiana de g no ponto (xg, o).



