MAPO0217 - Calculo Diferencial
MATO0311 - Calculo Diferencial e Integral V
4a. Prova - Peso 1
Entrega: Até 29/08/2018 29 Semestre de 2018
Lembrem-se que apesar desta prova ser dada para fazer em casa, pedi explicitamente
que desta vez as questoes nao fossem discutidas com os colegas.
Serao consideradas para a nota uma questao de cada GRUPO.

[GRUPO A |

Questao 1 (1 ponto)
Seja f : R? — R™ diferencidvel em (Z,7) e A = [A1, ..., Ay_o, Ay_1, f(z,Y)] € Myxn(R), para
cada (z,y) € R?.
Seja H : R? — R definida por
H(z,y) =det[A1, ..., An_o, Au_1, f(z,y)]
Mostre que H ¢é diferencidvel em (T,7) e que

DH(Z,9)(u,v) = det[Ay, ..., An_a, An_1, Df(Z,7)(u,v)],V(u,v) € R%

Questao 2 (2 pontos)
Sejan > 2 e sejam f, g : R*> — R" diferencidveis em (7,7). Para cada (x,y) € R? considere

A= [Ala .. ,An_g,g(l', y)? f(‘r?y)] S MTLX”(R)
Seja K : R? — R definida por

K(z,y) = det[A

Mostre que K ¢é dlferenmavel em (T,7

DH(z,9)(u,v) = det[A,..., A, 9(7,7), Df(T,7)(u,v)] +
+det[Ay, ..., An_2, Dg(T,9)(u,v), f(Z,9)],V(u,v) € R%

n 2,9(1’,?/), f(xay)]

1;
)eque

[GRUPO B |

Questao 3 (1 pontos) Dé um exemplo de fungao da forma
H(z,y) = a+bx + cy + dz* + exy + fy* + sin(x? — y?) com minimo local estrito na origem.

Questao 4 (2 pontos)
Seja f : R? — R definida por

flz,y) ="+ — 2bsinzy — cosy. (1)
(a) Ache o polinémio de Taylor de ordem 2 de f ao redor de (z,7) = (0,0).

(b) Mostre que (0,0) é um ponto critico de f e para cada b € {—3,—1/2,1/2,3}, decida se
(0,0) é ponto de minimo local, ou ponto de méximo local, ou ponto de sela de f.



[GRUPO C |

Questao 5 (1 ponto)Sejam f,g: R?> — R3, e,y € R? tais que existem as matrizes jacobianas
de Jf(x) e Jg(7), e seja H : R?* x R* — R? ¢ definida por H(z,y) = f(z) + g(y). Assinale a
afirmacao verdadeira, e Justifique.

_ . (Jf= _ . _(Jf@ O
(a) JH(Z,7) — ( Jg(y)). (b) JH(Z,7) _( i Jg(y)).
() JH(z,y) = Jf(x)+ Jg(m). (d) JH(z,9) = (Jf(x) Jg(¥)).
(e) Pode nao existir JH (T, 7).

Questao 6 (1 ponto) Seja f: R®* — R de classe C! tal que Jf(Z,7,%) = [a b ¢] com ¢ # 0.
Suponha que ¢ : U = U° C R* — R ¢ diferencidvel em (7,7) e que tal que f se anula no
grafico de ¢, isto é, vale que
f(@,y,0(x,y)) = 0,V(z,y) € U.
Calcule a matriz jacobiana de ¢ no ponto (Z,7).

[GRUPO D |

Questao 7 (2 pontos) (Parametriza¢ao do paraboldide)
Sejam a # 0,b # 0 e S a superficie S = {(z,y,2) € R? | 2 = az? + by*}.
Seja o : R? — R3 definida por ¢(z,y) = (x,y, ax® + by?).
Claramente, S é o grafico de .

(a) Note que ¢ é diferenciavel em (Z,7) e calcule dim Im(Dy(Z,7)).

(b) Mostre, usando o Teorema da Funcao Injetora, que existe uma vizinhanca aberta Uz de
(Z,7) em que a induzida @[y, : U — ¢(Uzy) tem inversa continua.

(c) Mostre que a induzida ¢ : R* — ¢(R?) é inversivel e tem inversa continua.

Questao 8 (2 pontos) Seja f : R* — R? definida por f(z,y,2) = (e®cosysin z, e® sin y sin 2).
Sejam (7,y,%z) = (0,7/4,7/6), e (u,v) = f(Z,7,%).

(a) Note que f é diferencidvel em R3 e calcule dim Im(D f(Z,7,%))
(b) Decida se Df(Z,y,Z) é injetora, e se é sobrejetora.

(¢) Mostre, usando o Teorema da Fungao Sobrejetora, que dada uma sequéncia («a,, 3,) con-
e’ cosysinz = qy
e’sinysinz = f,

tem solugao (., Yn, 2n), € que essas solugoes podem ser escolhidas de forma que (2, Yn, 2n) —
(Z,7,%) quando n — o0.

vergente para (U, v), existe N € N tal que se n > N entdo o sistema {



[GRUPOE |

Questao 9 (2 pontos)Seja f : R* — R3 definida por f(z,y, z) = (sin(z)+y>*+23, €* cos(y), €* sin(y)).

(a) Mostre que existe uma vizinhanga aberta U de (0,0,0) em que a induzida g = f|y : U —
f(U) ¢é inversivel e tem inversa de classe C'1.

(b) Calcule J(g71)(£(0,0,0)) e D(g~1)(£(0,0,0)).

Questao 10 (1 ponto) Decida se a afirmacao abaixo é Verdadeira ou Falsa, e Justifique!
A funcao g : R®* — R3 definida por g(z,y,2) = (v,y,e* V) satisfaz as hipdteses do
Teorema da Fungdo Inversa numa vizinhanca de cada ponto (T,7,%) € R3.

| GRUPO F |

Questao 11 (2 pontos) Seja f : R? — R? definida por f(x,vy, z) = (e® cos(y)+z, e sin(y)+22).

(a) Mostre que existem um intervalo (a,b) contendo T = 0, um aberto V C R? contendo
(7,Z) = (0,0) e uma fungao ¢ : (a,b) — R? tais que o conjunto das solugdes do sistema
nao linear f(z,y,z) = (1,0) que estdo em (a,b) x V sdo exatamente os pontos do grafico
de ¢.

(b) Calcule J¢p(0) e Dg(0).

Questao 12 (2 pontos) Considere o problema cuja incégnita é a fungao :
zcosP(v,y) +(z,y)cosy =0, V(z,y) € B,(0,0),
¥ € CH(B:((0,0))),
¥(0,0) = 0.

(a) Mostre que existe r > 0 tal que o problema acima tem solugao. (b) Calcule D(0,0).



