MAPO0334/MAT0321 - Célculo Diferencial
la. Prova - Peso 1
Entrega: Até 06/05/2019 (2a. feira) as 19 horas 19 Semestre de 2019
REGRAS DO JOGO:
Na nota entrarao duas questoes de cada parte.

BOA PROVA!

PARTE 1
Questao 1 (1.5 pontos) Seja X # () e considere A = {A € P(X) | A é finito ou A° é finito}.

(a) Mostre que A é uma o-algebra de subconjuntos de X.

(b) Nas condigoes anteriores, suponha que X = N. Decida se vale ou nao a seguinte afirmacao,
e justifique:

“f: X - NCR é A-mensurdvel <= f(X) € finito ou contém {n € N |n > ng} para
algum ng € N.”

Questao 2 (1.5 pontos) Seja X = {x, =1/n€ R|n & N}. Sejad=P(X)esejap: A—R
definida por pu(A) = 3,4 2. Decida se 1 é uma medida em (X, A), e justifique.

Questao 3 (1.5 pontos) Seja A uma o-dlgebra de subconjuntos de X e considere zq € X.
Tome a medida de Dirac concentrada em zg, v, : A — R, dada por v,,(4) =1, se 2y € A
e Vgo(A) =0, se 7y ¢ A. Seja f : X — R uma fungao limitada e A-mensurdvel. Calcule

Jx fdva,.

Questao 4 (1.5 pontos) Seja (X, A, ) um espago de medida finita e considere f : X — [0, 00|
mensurdvel e limitada tal que [, fdu = 0. Prove que existe M € A, com u(X \ M) = 0 tal que
f(z) =0, para todo = € M.

PARTE 11
Questao 5 (1.5 pontos) Seja I C RN um intervalo fechado com volume v < oo.

(a) Mostre que se I é limitado, entdo dado € > 0, existe um intervalo aberto J contendo [
cujo volume é <= v + €.

(b) A hipdtese “I é limitado” é essencial?
Questao 6 (1.5 pontos) Mostre que:

(a) Se A C R é Lebesgue-mensuravel entao a funcao caracteristica de A, x4 : R — R, é
Lebesgue-mensuravel e se m(A) < oo entao [, xadm = m(A).

(b) O conjunto de Cantor K C R é Lebesgue-mensuravel e m(K) = 0.

(b) A funcao caracteristica do conjunto de Cantor x : [0,1] — R é Lebesgue-integravel e
Jio,) xxdm = 0.



Questao 7 (2.5 pontos) Sejam U C R™ um aberto nao vazio. Seja f : U x [0,1] — R tal que,
paratodop € U, f, : [0,1] — R definida por f,(x) = f(p, z) é uma fungado Lebesgue-mensuravel
e limitada.

(Note que [0, 1] com a medida de Lebesgue é um espaco de medida finita.)

Nestas condigoes defina F': U — R por F(p) = [, f(p,v)dm(z).

(a) Prove que se f é limitada e, para todo x € [0, 1], a funcao p — f(p,x) é continua, entdo F'
¢é continua.

(b) Suponha agora que, para todo x € [0, 1], a funcdo p — f(p,x) é de classe C(U) e que
exista My > 0 tal que

|387£(p,$)| < My, Y(p,z) € U x [0,1].

Prove que F é de classe C1(U) e que gTi(p) =/, ngj(p, x)dm(x), para todo p € U e
je{l,...,n}.

(d) Os resultados dos itens anteriores continuam validos se [0, 1] for substituido por um sub-
conjunto X C R Lebesgue-mensuravel de medida finita? Justifique.

PARTE III

Questao 8 (2 pontos) (Prova detalhada de um caso particular do Lema 3.3)

Seja 0 C R? aberto e seja £ C € compacto. Suponha que para cada ¢ > 0 existe um
intervalo I C R™ aberto (nao necessariamente contido em ), contendo E, tal que Vol(I) <
m*(E) +e.

Mostre que para cada § > 0 existem intervalos abertos I, Is, ..., I, tais que

I,CQj=12..m,

FchLhulbu---Ul,e

Vol(1;) + Vol(I3) + - - - 4 Vol(1,,,) < m*(E) + 9.

Questao 9 (2 pontos) (Coordenadas Polares) Considere ® : 2 C R? — ®(Q2) C R? definida
por ®(r,0) = (rcosf,rsin).

(a) Mostre que se Q = (0,79) X (0,0 + 27), entao ® é um difeomorfismo de classe C*.
(b) Para X = (x1,22) € R? — {O} denotaremos por fx o angulo formado pelo segmento OX
com o semi-eixo positivo Oz no sentido anti-horario.

Sejam ro > r; > 0 e considere o anel A = {X € R? | r; < || X|| < ro}.

Sejam #; < 6 tais que 05 — 0; < 27 e seja R o subconjunto do anel A definido por
R={X = (z1,29) € A | 0; <0x < 6}. Mostre que é possivel usar Coordenadas Polares
para calcular [; z1z2dm, e calcule [, z129dm usando-as.

(c) Como poderfamos usar coordenadas polares para calcular [, fdm no caso de f ser uma
funcao continua em R??



