MAPO0334/MAT0321 - Célculo Diferencial
2a. Prova - Peso 2
BOA PROVA!
Na nota entrard pelo menos uma questao de cada GRUPO. Serao consideradas para a nota
questoes cujos valores somem no maximo 10.5 pontos.

] GRUPO I - Integral de Lebesgue ‘

Questao 1 (1.0 ponto) Seja f :[0,1] x R continua e considere F'(y) = [jo 1 f(z,y)dm(z).
Mostre que F' é continua.
O fato de [0, 1] ser compacto ¢é essencial?

Questao 2 (1.5 pontos) Seja f : [0,1] x R de classe C" e considere F(y) = [ f(x,y)dm(z).
Mostre que F' ¢ de classe C' e que F'(y) = [joy g—g(x,y)dm(x).
O fato de [0, 1] ser compacto ¢é essencial?

| GRUPO II - Mudanga de Varidveis |

Questao 3 (2.0 pontos) (Coordenadas polares) Seja ¢ : R?* — R? definida por é(r,0) =
(rcosf,rsinf).

Sejam Q = (0,00) x (—m,m) C R* e A = A° C R? tal que Q G A.

Vimos em “Calculo Diferencial/Célculo V7 que ¢|g é um difeomorfismo (no sentido dado
em “Célculo Integral”).

Seja D o disco fechado de centro na origem e raio 1, e para 0 < € < 1 sejam

E=10,1] x [-m,7], B. = [e,1] X [-m + e,m1 — €] CC Q, e D, = ¢(E.).
Seja f : D — R continua.

(a) Mostre que ¢|5 nao é um difeomorfismo.

(b) Mostre que D nao estd contido na imagem de ¢|q, mas D, estd contido compactamente
na imagem de ¢|q.

(c) Mostre que

limeso Jp, [z y)dm(z,y) = [p [z, y)dm(z,y).
(d) Mostre que

limeo [, f(&(r,0))rdm(r,0) = [ f(¢(r,0))rdm(r,0).
(e) Mostre que

Ip f(@,y)dm(z,y) = [ f($(r, 0))rdm(r,0).

‘ GRUPO III - Campos vetoriais e formas diferenciais ‘

Questao 4 (1.5 pontos) Considere os campos de vetores
T=g14 + g2 + gsr - C*(R?) = C=(R?),
R =M + hote + by : C(R®) — C=(R?),

onde



gl(xa Y, Z) = €y+2y+3z7 92(x7y7 Z) = TYz, 93(I7y7 Z) = 57 (I7 Y Z) S R3,
hi(z,y, z) = 2xy, ho(x,y,2) =yz, hs(x,y,2) =22, (z,y,2) € R
Considere as 1—formas em R? definidas por
v =2dx + 5dy + 4dz, w = x3dx + rydy + Tyzdz,
e a 2—forma em R? dada por v A w.
Sejam f € C*(R?) definida por f(z,y,2) = sin(zy®2?®) e ¢ : R? — R? definida por
P(s,t) = (st?)s,t).

Calcule:

Questao 5 (1.5 pontos) Resolva o exercicio 4 do capitulo 4 da Apostila do prof. Paulo Cor-
daro.

Questao 6 (1.5 pontos) Resolva o exercicio 5 do capitulo 4 da Apostila do prof. Paulo Cordaro.

] GRUPO 1V - Integracao de formas diferenciais em cadeias ‘

Questao 7 (1.5 pontos) Resolva o exercicio 1 do capitulo 5 da Apostila do prof. Paulo Cordaro.

Questao 8 (1.5 pontos) Resolva o exercicio 2 do capitulo 5 da Apostila do prof. Paulo Cordaro.

‘ GRUPO IV - Questoes relacionando “Calculo III” e “Célculo Integral”

Questao 9 (2.0 pontos) Considere a B C R? a bola fechada de centro na origem e raio 1 e
seja ® a parametrizacao 3—superficie
q)(tl, tQ, tg) = <t3 sint; cos t2, t3 sin t; Sintg, t3 cos t1>, (tl, to, t3) S [0, 7T] X [O, 27'('] X [O, 1],
cuja imagem ¢é essa bola B (no “Célculo III”, & “parametriza” B).
Seja p(z,y,2) = #* + y* + 2? a densidade de massa volumétrica de B.

(a) Calcule a massa de B = [ p(x,y, 2)dV, usando “as técnicas” de “Célculo 111", utilizando
a parametrizacao P.

(b) Calcule integral da 3—forma p(z,y, z)dz A dy A dz no compacto B C R?,
fB p(ff, Y, Z)dl’ A dy A dZa
usando “as técnicas” de “Calculo Integral”.

(c) Calcule integral da 3—forma p(z,y, z)dx A dy A dz na 3-superficie ®,
f<1> p(ﬂf, Y Z)dl’ A dy A dZ?

usando “as técnicas” de “Célculo Integral”.
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Questao 10 (2.0 pontos) Considere a a semi-esfera S C R? dada por
S={(z,y,2) ER® | 2>0e 2> +y*+ 22 =1}.
Seja
©(t1,t2) = (sinty costy, sinty sinty, costy), (t1,t2) € A =[0,7/2] x [0, 27].
Note que a imagem de ¢ é S (em “Célculo III”, ¢ é usada para “parametrizar” S usando
“coordenadas esféricas”).
Considere ainda a densidade de massa superficial p(z,y, 2) = 2% + y* + 22

(a) Lembre-se de “Calculo III” e calcule a massa de S, ou seja, [sp(z,y,2)dS, usando a
parametrizacao .

(b) Utilizando os conceitos vistos em “Célculo Integral”, considere Q = R? e calcule a integral
da 2—forma

poll 52 X SEldty A dty € F5(9)

no compacto A C €2 (onde p, é o pull-back de p por ¢), ou seja, calcule
Japollge x GElldty A dts.

Questao 11 (2.0 pontos) Considere a semi-esfera S C R e a ¢ : A = [0,7/2] x [0,27] — R?
como na questao 10.

No sentido visto em “Calculo III”, considere S “orientada para fora”.

Ainda no sentido visto em “Célculo II1”, considere o “campo de vetores”

F(*Ta Y, Z) = (P(x> Y, 2)7 Q(xa Y, Z)? R(l‘, Y, Z) = (y? -, Z)'

Seja w a 2—forma em Q = R3 definida por Pdy A dz + Qdz A dx + Rdx A dy.

Note que ¢ é uma 2—superficie em Q = R? no sentido dado em “Célculo Integral”.

Considere ainda a 2—cadeia singular em € = R? definida por

Y =11+ 12, onde Py = po o1,y = @ ooy,
sendo que o7 e 09 sao os 2—simplexos afins
01 = [(07 0)? (71-/27 0)7 (7T/27 77-)] €02 = [(07 0)7 <7T/2> 7T)7 (O? ﬂ-)]

(Nota: o7 e o9 servem para descrever o domnio de ¢ como uma cadeia afim!)

(a) No sentido de “Célculo II1”, calcule o fluxo de F' através de S, ou seja, calcule

Js F.ndS.

(b) No sentido de “Célculo Integral”, calcule a integral da 2—forma w sobre a 2—superficie ¢,
ou seja, calcule

J, Pdy AN dz + Qdz A\ dx + Rdx A dy.

(c) No sentido de “Célculo Integral”, calcule a integral da 2—forma w sobre a 2—cadeia singular
1 = 11 + 1), ou seja, calcule
Sor i Pdy N dz + Qdz N dx + Rdx A dy.



