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JUSTIFIQUE DEVIDAMENTE SUAS RESPOSTAS!
PROVA VALE 9 pontos

12 Questao: (1,0 ponto) Sejam (x,)nen € (Yn)nen duas sequéncias em um espago
de Hilbert com ||z,|| =1 e [lys|] =1 Vn € IN. Prove que se < z,,y, >— 1 entdo
||z — yull = 0.
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22 Questao: (2,0 pontos) Sejam E um espago de Banach e T, S € L(E, E).
a) Se T' é um operador compacto, mostre 7o .S é um operador compacto.

b) Dé um exemplo de um operador nao compacto definido entre espagos de Banach
tal que T o T é um operador compacto.

¢) Sejam F' um espago normado de dimensdo infinita e R : FF — F um operador
compacto e bijetor. Mostre que o operador inverso de R, R~! : F' — F nao é continuo.
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32 Questdo: (2 pontos) a) Seja S : ly — Iy definida por S(&, &, ...) = (0,&1, &, ..0).

i) Calcule o adjunto de S isto é, calcule S*.

ii) S é um operador compacto? Justifique sua resposta. N S
(RS
ST A
b) Seja T : Iy — Iy, T((&;);) = (f—f) : ‘< | ‘B &
I e ez
i) Calcule T* e mostre que 7" = T™. \q/"‘ \\2

ii) Mostre que T é um operador compacto.
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32 Questdo: (2 pontos) a) Seja S : ly — Iy definida por S(&, &, ...) = (0,&1, &, ..0).
i) Calcule o adjunto de S isto é, calcule S*.

ii) S é um operador compacto? Justifique sua resposta.

b) Seja T : ly — lo, T((§;);) = (E—J) .
J/ jen

i) Calcule T* e mostre que 7' = T*.

ii) Mostre que T é um operador compacto.
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42 Questao: (2,0 pontos) Seja H um IK-espaco de Hilbert. Seja T : H — H um

operador linear continuo. Dizemos que 7' é um operador normal se T o T* =T* o T
onde T™ é o adjunto de T.

a) Sejam (7T},)nen C L(H, H) uma sequéncia de operadores normais e T' € L(H, H).
Se ||T, = T|| — 0 em L(H, H), prove que T" é um operador normal.

b) Se H é um espago de Hilbert complexo.
Mostre que S é normal < ||S*(z)|| = ||S(2)|| Vz € H.
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42 Questao: (2,0 pontos) Seja H um IK-espaco de Hilbert. Seja T : H — H um
operador linear continuo. Dizemos que 7' é um operador normal se T o T* =T* o T
onde T™ é o adjunto de T.

a) Sejam (7T},)nen C L(H, H) uma sequéncia de operadores normais e T' € L(H, H).
Se ||T, = T|| — 0 em L(H, H), prove que T" é um operador normal.

b) Se H é um espago de Hilbert complexo.
Mostre que S é normal < ||S*(z)|| = ||S(2)|| Vz € H.
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52 Questao: (2,0 pontos) Seja H um espago de Hilbert. Sejam (e, )nen 1ma sequéncia
ortonormal em H e (§,)neny uma sequéncia de escalares.

a) Prove que a Z converge em H < (&,)nen € lo.

- (Ge)

b) Se (&n)nen € lz, mostre que

&)
5@3& (?m) W stq Cun H< e )\/)Mél\\f-

V)
” 2_3%&\ Z 2, €y l\Z: \\ Z S B H

ne n =M+

N
?3{&‘4 Z"?u\ 2, |* = 2. Hnﬁ. @

wnec M4 Mo+l
&

COVWO Z_lgl <o, dodo 2)0 e,x\S‘l'é Mo EN
44 2 ,”a< £% Vuy v, Dod, se Nuyw,

W=+l

15560 Zenll< € Lopo (3 10)

Ny ncl e N

é 5eq. de Cw/c"tat evn H . 'EWQ—&*;
Como U & C,OV-».F\EJ(—O Z‘i e coavel

1=

qe o U.



52 Questao: (2,0 pontos) Seja H um e p ¢o de Hilbert. Sejam (e, ),eny uma sequéncia
ortonormal em H e (&,), <N uma sequéncia de escalares.

a) Prove que a série Z Enen converge em H < (&) nen € lo.
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